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IMoiti (k'i mici allievi in maieinaliclic essendoti mosinti vaghi di conoscere 
qualche u|i|>licaziuue degli appresi clementi , |>er coolenUrli avea da prima de- 
signalo di raccogliere in una Memoria, quanto. di più utile o specioso i geo- 
metri lum trovato sulla misura de' ciirviliuei in generale, ed in particolare di 
quelli che si riferiscono alle linee ed alle superfìcie di secondo grado. La scelta 
di (jiieslo argomento, mentre era giustiCcata dalf essere il medesimo per con- 
senlimeiito universale una delle applicationì più importanti delle matematiche , 
mi porgeva I’ occasione Hi unire qualche cosa del mio al molto , che da molti 
e sommi geometri si è fatto, in ordine al soggetto che ne avrebbe formato la 
materia' ; essendo facile il raccogliere qualche nuova spiga in un campo assai 
grande , comunque mietuto da mani espertissime. Questo , come ho detto , fu 
il mio primo divisamento, ed avrei col ino messo soddisfatto il volo degli al- 
lievi, offrendo loro molle e variale applicazioni , specialnienle del calcolo diffe- 
icnziale ed integrale. Ma riflellendo meglio sulla natura di queste applicazioni, 
li alTacciò tosto l’ idea di rivolgerle ad uno scopo più utile , cioè alla misura 
delle volle rette ed obbliqne. 

A rafTermarmi in questa idea coniriba'i il rìneUere , ohe per tal modo il 
mio lavoro avrebbe potuto essere di qualche utilità anche in ordina alla costru- 
zione delle volle, sia per determinare alcuni de' loro elementi, quando gli altri 
tono prescritti da ciroosunie locali, e vi sono delle relazioni fra i primi ed i 
seesudi ; sia per adempire le oondisioni pseseritte dalla statica delle volle. Df- 
fàtli, per la misura di una volu bisogna cominciare dal de6nime esatlameou 
la generazione , e tradurre in equazioni le relazioni che possono esurvi fra i 
tuoi diversi elementi. I volumi poi delle singole parli costitutive di una volta, 
facendone conotcere i pesi rispettivi , possono es^ un elemento neoeaario a 
considerarsi nelle eoudizioni relative al di lei equilibrio. 

Il nostro Niccolò di Martino , delle cui produzioni ma tematiche ( avute 
riguardo alfe stalo della scienza presso di noi io quel tempo ) credo poterò a 
ragione gloriare , fu il primo tra noi a dare un saggio della misura dalla 
volle nei suoi nuovi tUmcnti della geometria ftalica , Stampala in Napoli 
pel 17S3. Se ne occupò inseguito Caravelli nel IV libro della sua geometrim 
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nlida, pubblicati nel 1770; mat egli pretw a poco non léce, ohe rip 
modo le co«e dette dal di Martino , accomodandoti un poco più a 
degli architetti. Dal confronto perù delle pochistime volte considerate da amen- 
due, con quelle che in oggi ti usano nella civile architettura, ben può dirti 
che il lor lavoro , non ritguardaodo che le sole volte le quali dipendono dal 
cerchio , iia come l' alfabeto della miiura di ette. 

Poco dopo Lamberti, allievo a quel che pare di Caravelli, e di professione 
architetto , trattò di proposito T argomento nella sua voUimelria retta stam- 
pala nell'anno , ampliandone molto l' estensione con occuparsi anche 
delle volte che dipendono dall' ellisse e dall’elliasoide. Se non che, tutte quel- 
le misure che dipendono da trascendenti diverse dal rapporto della circonfe- 
renza al diametro , sono sbagliate : il che si vuole attribuire alla poca inicl- 
ligenu con cui Tautore ti ò servito del metodo di Cavalieri , ed all' uso che 
ha fatto degK iniìoiletimi sena mai soggettarli alle regole del calcolo dilTc- 
renziafe ed integrale.' A questo riguardo è dunque lodevole il ripiego di (Za- 
ravelli , che volendosi pur limitare alle volte la di cui misura non dipende 
che dalla quadratura del cercliio , ha sostituito una figura ovale adi' ellisse , 
dovunque il testo della volta esigeva f impiego di quest' ultiasa curva. .M» 
nn tal ripiego , comunque (pesso «dnp«r»in ■»»»», mnia od rrWf** dal lo* 

voro, non tempre favorisce la stabilitù della fabbrica , ed è sempre oonfiwio 
alla eleganza delle forme. È poi comune agli autori dei quali ti parla il 
supporre le volte terminate superiormente in un piano orizzontale , il che se 
rende più agevole la misura dei srolumi , non laseb però di essere nn caso par- 
ticolarissimo della fotma dell’ estradosso , ed in motte circostanze discorde dal 
fatto. Da ultimo debbo aggiungere , t cho WgH alti della nostra A. Accade- 
mia delle scienze per l'anno 1788 , trovati una Memoria di Niccolò Pergola 
iniiioiau : la rara mùmra dtUe eolie a spira} ed ò osservabile che nn argo- 
meulo puMmienlt g wwn e t ri do sia condono a fine col sussidio della Meccanica. 

Altro lavoro urzionale o straniero , che ritguardi la misura delle volte ,e 
die sia di ragion pubblica , io non conosco di essersi ancor fatto , per quante 
notizie abbia potuto raccogliere da' professori di matematiche , non che dagli 
architetti ed ingegneri di mia conoscenza. 

I Questa circostanza mi ha spronato all' impresa , non giV per la gloria di 
auere il primo a trattare l' argomento in tutta la sna estensione , ma sibbenc 
per l'utile che ne potrebbe tornare al pubblico , qualora l'esito corrispondesse 
al buon volere-, e solo a questo fine mi son fatto lecito di aggiungere alla misura 
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delle Tolte quella della capacilli delle botti , e dei solidi di terra ovvj a consi- 
derarti nei progetti di strade o di arginature. Debbo però confessare Che, sotto 
questo punto di veduta , con molta timidezu esibisco il mio lavoro agli ar- 
cliiletti ed ingegneri istruiti , conoacendo bene che per essere il medesimo ve- 
ramente tecnico , conveniva che fotte l’opera di alcuno die professaste in pari 
tempo le matematiche e P architettura , mentre io non mi trovo adiletio che 
all’ eserciaio delle prime. Ma la riunione delle due professioni è poco frequen- 
te presso di tsoi ) ed in ogni modo tarli tempre mollo per me , se questo li- 
bro serviste ad altri di occatione per farne un migliore. 

Se io mi foui ristretto alla misura delle volte considerate da di bfartino e 
Caravelli , o ancora da Lamberti ; e se le avesti , dippiìi , supposte estradossate 
come essi han fatto, avrei forte insilato il loro esempio, traducendo i ritoltati del 
calcolo io regole astratte , proprie alla misura di ciascuna volta. Ma dì certo 
mi sarei fatto intollerabilmente nojoso , usando questo modo per oltre a itio 
forinole , parecchie delle quali toao bastanlemeute complicale j nò questo nu- 
mero dee sorprendere , dove ti consideri la varietà indefinita delle volle , reta 
anche maggiore dalle varie forme dd loro esiradosao. Mi è dunque sembrato in- 
finitamente più comodo, esprimere con delle formole algebraiche la superficie , 
cil ìj volume o pure il vano di riasctioa volta ; per modo die , posta la 
verità della forraola , la misura elfelliva di una volta non esige die la so- 
siitusiooe dei valuri numerici alle letierc, e la materiale esacusione delle ope- 
rationi aritmetiche indicale da’ segni algebraici. A prescindere adunque dalle 
diiaoslrazioni delle formole ( che in generale non possono ettere bene intese , 
te non da quelli che abbiano Mudialo un corso elemcnitrc bciià, ma completo 
di matematiche ) il significato delle operazioni nuiuerìclie indicale |>er i segni 
dell'algebra, è ciò die di più dilBcile , o di men comune si richiesle per l.i 
misura eflètiiva di uno volta ) e molto voleulieri coufesto che il mio libro ò 
perfettamente inutile per coloro che non avessero ueppure questa conoscenza, 
e che tono i seti a’ quali le regole attratte sono indispensabili. Per verità in 
alcune formole trovanti dei sìmboli che non esprimono o|irrszioni propriamente 
dette, come: /og, sen, cos, tang, are . se/i, are, cos, are. tang,E‘ (i), F' (•), 
£(■>?)> ^( ' I #)l 1 t spiegazioni di essi trovanti al loro luogo ( negli 
demeiiti |>er i primi tette , e in questo medesimo libro per gli altri quattro } 
una col modo come ottenerli con brevi operazioni numeriche , servendoti di 
tavole coiiosciiile ; e per maggior comodo del lettore , queste operazioni si 
sono in compendio raccolte nell' avvertimento premesso ali' indice dd libro. 
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Quello itulKC racchiude 1' eimmcraiioiie ligiiillcativa di tulle le furmote 
clic ili oidme alia misura delle volle sono sparse nel libro, ed ho credulo cosa 
iilihssiina il farlo in tal guisa ; i.‘ perche lien luogo di analisi dell’ opera , 

in ciò riguarda il suo scopo principale, il che può a molli piacere; a.” ;ier- 
clic serve a risparmiare sempieppìu le cure ed il tempo di chi avesse ad ese- 
guir la misura di <|iialche volta, potendo cercare io esso il iiumero della for- 
inola che la esprime , per rjuiodi riscontrarla nel libro al luogo ciuilo , e da 
iihuuo elTelluare le ojieraiioiii iiumcriclic indioale dai simboli analitici. 

Le forme delle volte , e quindi anche 1’ espressioni analitiche delle loro 
superfìcie e solidUh essendo variatissime , per eonforlo della memoria ho cer- 
cato essere quanto polevasi uniforme nella notazione delle loro parli omologhe, 
ponendo la maggiore semplicità e simmetria nei calcoli, e perfìno la maggio- 
re corriipondcnia fra i simboli analitici c le lettere delle figure. Per distin- 
guer poi le citazioni delle forniole che dinotano le superficie e i volumi e ì 
vani delle volte , da quelle de' paragrafi , ta numerazione di questi si è fatta 
con cifre arabe , e quella delle formolc con cifre romane ; e quest' ultime cifre 
sono anche munite di accenti , quando Irallasi di formolo che son casi par- 
ticolari di altre sempliccmeiilc numerate. 

Uopo questi particolari che c rii * usili a» l attorì e k s vsrrannis farmi Tonorè 
di leggere per ordine il mio libro, non mi resta che ad interessare l’ indul- 
genza de' geometri e degli architetti in suo fas'ore. Il medesimo non dovea es- 
sere da principio che una breve Memoria , e con questo nome è chiamato nei 
primi fogli. Ma , posto mano all' opera , parcami commettere delle omissioni 
imperdonabili , tralasciando , per risparmiare qualche foglio di stampa , la 
misura di alcune volle , che , quantunque di raro , par s' impiegano in certe 
congiunture. Cosi la Memoria, a mano a mano impinguandosi, dis-enne un Trat- 
tato , sebbene le materie non sieoo dichiarate ìudi{iendenlemente le une 
dalle altre ; e redigendo un giorno per I' altro il manoKriito da rinviarsi al 
tipografo , è mancalo il tempo che pur sarebbe stato utile , a6Sne di appor- 
tare nei calcoli la maggiore semplicità ed economia. E benché , quanto agl; 
errori che potrebbero etservi corsi , abbia fiducia che quelli relativi special- 
niente alle misure , siano tulli avvertili nell' errala ; in ogni modo ho biso- 
gno della benivoglienia del lettore , il quale ha il diritto di esigere che, per 
qualsiasi ragione , non si abusi giammai della sua sofiereoza. 
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Nottua di aieuae Mtmorie matematiche del medesimo autore. 


I. SoluiioDÌ analitiche del problema delle quattro sfere. Memoria tetta 
alla Società Ponlaniana nel i8ti , ed inserita nel II tomo degli .Itti. 

Queste soluzioni sono di nna data anteriore anche a quella dell' illustre 
geometra signor Poisson, pubblicala nel i8ia , la quale, per altro , non si è 
resa nota fra noi se non colla geometria descrittiva del sig. Hachelte, stam- 
pata in Parigi nel i8aa. 

II, Soluzione geometrica del problema ; costruire sopra una base da ri- 
trovarsi tre triangoli, tali i. che abbiano per vertici tre punti dati j a. che gli 
angoli fatti tu tali vertici abbiati fra loro date differenze ; e 3 . che le ragioni 
dei lati, onde i medesimi angoli si contengono, siano fra esse in dati rapporti. 
Artìcolo intento stella Biblioteca Analitica d’ istruzione ed utilità pubblica : 
ultimo trimestre del 181%. 

L’ immortale Lagrange , che propone questo problema nella seconda sua 
Memoria sulla cosirutiosie delle carte geografiche , inserita negli atti di Berli- 
no pei Panno 1779, così porla del medesimo », Ce probicmc me parott assez 
difficile h résoudee par la géooidirie , et quint a la solution algébrìque , je 
ne P ai pas tentée , soit ponr ne pas Irap m’ ócarter de nion sujet , soit aussi 
parca qu’ il me semble qu' elle ne scroii d' aucun usagc , h moitis qu’ 011 ne 
piit la ramener ensuite h une construction aisée . . . Par le moreii de ce pro- 
blc.-ne on panerà construire une carte geograCque , dans laqucllc troia lieux 
qualconques aeiont plaoés h volonté ». 

* III. Soluzione geometrica di alcuni problemi relativi alle curve coniche , 
ed alle superficie gemicate per la rotazione di esse iutorno ai loro assi prima- 
rj. Messtoria letta alla locietà Pontaniwsa nel tStì^ ed ituerila nel terso 
tomo degli Atti. 

Uno di questi problemi ha per oggetto PapplicaTe una tangente comune a 
due date curve coniche , ond'b che abbraccia dicci combinazioni. L' autore è 
stato il primo a riaolvedo, e notasi come semplicissima la soluzione relativa 
id osso di due parabole. 

IV. Sulla minima distanza fra due curve di secondo grado. Memoria ana- 
litica letta alla società Pontaniana nel tSl 4 > ed approvata pel IV tomo 
degli Atti , non ancora pubblicato. 

V . U problema del cerchio e de' tre punti , risolato con nuovo metodo 
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analitico , ed etleio per la prima volta alle rimanenti curve conidie. JUcmo- 

ria pubblicata nel i8l8^ 

Dalla edicioiie del i8i4 dell' aureo libro del iignor Puissant , intitolato: 
raccolta di dùvrse prapoùiioni di geometria , bo rilevato non ha molto con 
piacere , che il signor Lamb , iogeguere delle mine , ai è occupalo con fuc- 
oesso del medesimo problema , nello stesso anno , e sotto lo «tesso ponto ge> 
nerale di veduta- l>a soluzione che ti legge nel citalo libro , benché applica- 
bile a tutte le curve di secondo grado , nel fatto non é sviluppata che per 
rapporto al cerchio. 

VI. Sulla permnlatione dei piani di projeziooe in geometria descrittiva. 
Articolo inserito nella BiiUoleca Analitica di «ciVnae j let/tere , ed vti : ago- 
sto 1833 . 

VII. Osser valloni sul problema della piramide triangolare , e nuove tue 
risoluxiooi analitiche. Memoria pubblicata nel t8i3. 

Prima di questa Afemoria qon coootcevasi altro metodo onde ridurre 
il problema all* intersezione di due curve epuiebe , eccetto quello del signor 
Dhuilier , che si legge nella geometria di ala ad piana e nello spatio del 
professore signor Flauti , edizione del i8ai. 

VID. Ri o a v o ba anaKitelie aulti simiglllitkxa delle curve piane, con ap- 
pendice sulla siiqiglianza delle superficie curve , e delle curve di doppia 
curvatura. Memoria pubHicota nel iSaS. 

Fra le molte cose notabilissime d) questa Memoria, i da contarsi il mode 
onde poter ottenere l' equazioni assolute delle curve ; a tal uopo trovasi col 
metodo dei limiti la vera fqrmola dell’angolo che l'autore chiama diametrale, 
mostrandosi erronea quella rinvenuta dal celebre Carnet col metodo degf in- 
finitesimi. 

Le poche copie che ancora ti hatmo delle Afemorte IH , f', e FU ti 
tendono ciascuna per carlini due ; e la Vili , che i di oltre a cinque Jb~ 
gli , per carimi tre. La IV poi ti rilascia gratis ai conqtralori. V indiritta, 
i in casa dell autore , strada Concord ia , n. 68 , a. piano. 
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... , .. NOZIONI, PRELIMIN ARI., ,, ^ 

i.Diceal voàa in linguaggio di architettura y quella fab> 
brina, di forma curva , che suol, «ateit inoalaata sopra muri o pi- 
lastri, o colonne di un «difillo per coprirne il, vano interiore. 
Questi ' sostegni della volta,, sempre 'verticali eoa nome gene- 
rico si, chiamano pià dritti-, exi perdio più terminano superior- 
meotei in un medesimo piano y il quale secondo che è orizaonr 
tale 0 in pendìo, la volta, dicesi. retta o pure obbliqua , e lo spazio 
compreso fra questo piano ideale e le, superficie interna della 
volta dicesi da alcuni forma < deUae^ftlta , e ancora anima 
della stessa, comunque improprio sia colai nome. 'Le varie spe- 
cie di volte sono designate con nomi particolari , secondo la 
natura della superficie interna , che stendasi a guisa di coper- 
chio snir anzidetto vano interiore, e che si chiama intradosso 
della volta.' È quindi, chiaro , che le volte possono variare inde- 
iinitamenle , al pari . di colai superficie , da cui ciascuna è ca- 
ratterizzala. Nuliadummo in questa Memoria non si tratterà , ge- 
neralmente parlando » vc^e di quelle adoperale nell' architettura 
civile. 

a. L importante 1’ osservare che quando ad una volta non 
debba essere soprapposta altra fiibbrìca , e voglia consultarsi la 
stabilità della medesima e 1’ economia del materiale , la su- 
perficie esteniii di essa , detta estradosso della volta, non è del 
tutto iiidipeudeiilc da, quella dell' intradosso; ma solo può variare 
fra certi limiti che dalla statica delle fabbriche sono prescritti ('). 


‘ (•) Vedi gli elementi di meccanica e d’idraulica del lig. Veuluroli , 

3 rdiz. lib. 4' 


(O 

Ma se l' uso dell’edifiiio esige che il disopra ed esteriore di 
uoa volta sia piano ( come piìi spesso accade } t potrà la me- 
desima supporsi terminata-da piani anche lateralmente; purché 
la superficie nascente da tutti questi piani sia contenuta nell' 
estremo limite , che , salva la condizione dell’ equilibrio della 
volta , potrebbe avere l’estradosso. 

3. In amendue i casi la stabilità della fàbbrica , ed insieme 
1’ esattezza e l’economia dei lavoro esigono ancora , che i cunei 
dai quali deve comporsi la volta abbiano una figura determi- 
nata , scoverta generalmente da Monge , e i di cui particolari 
si esaminano nella sfereotomia. Ora , e da 'questa fornaa dei 
ouneì, e da quella dell’estradosso è indipendente ailàtto la mi- 
sura della superficie interna ( die in quanto a superficie è quasi 
sempre la soia a prendenti di mira ) ; ma calcolo dei vo- 
lumi deve per necessità teaersi conto della' Ibrma dell’estrados- 
so. Qualora dunque bisognasse scegliere ub partito a questo ri- 
guardo , il più semplice sarebbe quello, di supporre , conforiMO 
alla pratica più comune, che i limili' esteriori della volta sieno 
tulli piani , ricercando il volume terminato da essi , e dall’ in- 
tradosso. Perciocché nei casi piu rari, dove anche la superficie 
e sterna fosse curva , potrebbero immaginarsi dei limili piani 
consimili , circoscritti alla medesima : e considerando l’ intra- 
dosso , e 1’ estradosso come superficie interne di due volte di- 
verse , terminate al di fuori da quei piani ; c calcolando i vo- 
lumi di tali volte ; la loro diflèrenza esprimerebbe quello del- 
la volta terminata internamente ed esternamente da superfi- 
cie curve. Questo , lo ripeto , sarebbe il partito più sem- 
plice ; ma io per non lasciare al misuratore ebe la sola esecu- 
zione dei calcoli numerici , discuterò l’ una e. 1' altra ipotesi , 
B nella seconda fingerò, che l’ estradosso venga composto sino ad 
una certa altezza da piani o superficie cilindriche verticali , 
c di là comìnci ad esser curvo ; come più minutamente andrò 
dichiarando a misura che si tratterà di ciascuna volta. 

I 
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Quanto poi alle forme più convenevoli dei ritpeUivi estra> 
dossi , adotterò quelle dell’ illustre arcLitctto del Panl«on« , 
Rondeiet; le quali sono riconosciute per eleganti, svelte , e tali 
da conciliare la stabilità della fabbrica colia economia dei ma- 
teriali. 

Ciò posto , la misura della piupparte delle volte che sono 
per considerare, dipendendo da quella degli archi e dei segmenti 
circolari o pure ellittici , non che dei segmenti sferici 0 sferoidi- 
ci , entrerò in materia occupandomi di questo soggetto. Con- 
vengo che esso , ad eccezione degli archi ellittici , à di compe- 
tenza degli elementi, nei quali suppongo istruito il leggitore; ma 
non di meno bisogna richiamarne le idee , essendo qui neces- 
sario di esprimer tutto con formolo , a cui poterci 'in seguito 
riferire. 


DELLA MISURA DEGLI ARCHI CIRCOLARI ED ELLITTICI , ROR CHE 
DEI SEGMENTI CIRCOLARI ED ELLITTICI , SFERICI E SFBROIDICI. 


4. Sia l’ arco circolàre /L , e si chiamino rispettrvamente r JFfg, » 
il suo raggio OL , ed a , t il seno retto LN ed il seno verso 
BN della sua metà BL. Avremo prima di tutto 1’ equazione 

a*=ar<— I*, 

per la quale ciascuna delle grandezze r , t , t potrà dedursi 
dalle altre due. 

Fingendo ora descritto 1’ arco b V col raggio i e col me- 


desimo centro 0 , ne dinoterà il seno la frazione — considerata 

r 


come espressione numerica astratta , e col noto maneggio delle 
tavole dei seni se ne avrà la graduazione. A scanso di equi- 
voco si potrebbe indicare questa gradnazioiMi col simboló 

aDg(sens — }, destinando 1’ altro are (sen=—) ad esprimerne 
la lunghezza. ' 
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In segnilo, ricoedando da una parte che la mezza circon- 
ferenza del raggio i è espressa in gradi dui numero 180 , ed in 
lunghezza dal numero v=3,i4<59 ; e sapendo d’ akronde, che 
le lunghezze degli archi di un medesimo cerchio sono propor-, 
zionali alle loro graduazioni , avremo la proporzione 

180 ; ang(sen =— ) ; ; » ; arc(sen = — ), 

che ci dà snbito 

arc(sen=— )=— anef sen=— 1. 

' r zòo r ' 

Ma sappiamo ancora che gli archi simili, come bV e B/ sono 
proporzionali ai raggi. Dunque avrà luogo 1 ’ altra proporzione 

I : r : : arc(seni=-^) : arcoBf, 
r 

ovvero 

ir 8 

75d ^ > 

^ che finalmente ci darà 

S *8 S 

' arcoB/=rarc(senr:— - rangfsen»— ). 

r i8o r 

L’ applicazione di questa formula , dove 1 ’ angolo si suppone 
espresso in gradi e parti del grado , esige una divisione an- 

che dopo aver sostituito alla frazione comune l’ equivalente 

decimale ; e ciò nasce dacché quelle parti del grado non sono 
abbastanza piccole per essere disprczzate. Ma 1 ’ afiàre si ridi) r- 
rù a semplici moltiplicazioni , estendendo ja graduazione ai 
minuti primi : limile , che sembra sùllicieate in latto di volte~ 
meiria. Allora , non avendo conto delle frazioni di tali minuti , 
il numero intero che ne contiene 1 ’ angolo BOI si può como- 
damente .rappresentare con ang’(sen=^) , e la frazione - --- 
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clic viene dui ridurre in 


< 5 ) 

si deve supplire con 1’ altra — , 

10800 minuti i gradi 180 della semicirconferenia , e che per- • 
ciò dinota la lunghezza dell’ arco di un minuto nel cerchio di 

raggio I. Ma la frazione ~ — , di comune iùtla decimale pa- 

10800 ‘ 

reggia 0,00029 ; dunque , esprimendo con « ' questo numero co- 
stante , la lunghezza zlelV arco circolare 'B/ <U raggio t e di 
seno s , verrà determinata per la formala 

r»'ang’(seu=i) (I) , 

dove V '=0,00030, e l’angolo che ha per seno ^si suppone e-' 

spresso in soli minuti primi. È dunque (I) l’espressione che 
può 'usarsi nei calcoli numerici relativi alla misura delle volte, 
benché io nel seguito di questa Memoria mi serva della formóla 
$ 

generale rarc(sen= , come più comune, e più semplice 

ovvero comoda anche' in ordine alla tipograBa. < 

5 . La misura del segmento circolare é una conseguenza im- 
mediata di quella dell’ arco , per virtù del teorema notissimo 
u r aja del settore circolare pareggia quella d’un triangolo , che 
ha la base ugnale all’arco , c l’altezza eguale al raggio del set- 
tore. M Pertanto abbiamo 

a 

settore L 01 =r*arc(sen=— ); 

’ . 

ma é pure 

triangola LOi=j(r — /) , 

dunque il segmento, circolare Ih di corda o base ss, e 
di (dtezzat, spettante al cerchio di raggio r , verrà espresso da 

' — s 

V . r*arc(seii = — )— s(r-l) ...... (II). 
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Da questa forinola generale ricavasi quella del semicerchio AB a 


facendo ad un tempo a=r , <=r. In tal modo si trova — r* per 

espressione del semicerchio di raggio r : come ci dovevamo 
aspettare. 

6. K eir applicazione numerica delle formole (I) e (II) bi> 
sogna distinguere il caso in cui son dati r ed a ; quello io cui 

si hanno r e t , e quindi il coseno — dell’ angolo indicato ; 

ed in fine il caso dove i dati sono r e H , che in pratica è il 
più comune. 

Sottraendo logr nel primo caso da io-f-loga,e nel secondo 
da io>|-log(r— /), e poi riscontrando il residuo nella tavola dei 
seni., si conoscerà subito l'angolo in gradi e minuti. Ma nel 
terzo caso , dovendosi prima di tutto calcolare il raggio I , si 
farà capo dall’ equazione 

log(3r— <)=;aloga— logl 


che nasce dall’ equazione del cerchio , e che mena a conoscere 
ar— I e quindi r. 

Trovato l’ angolo, 1’ uso dei logaritmi non è più necessario, 
ma solamente utile per calcolare ad una ad una le due parti 
della espressione (11) , la quale nei rispettivi casi può ricevere 
le forme 

r Vang '( sen =.^) - a n/ f*— a ■, 


r*e'ang '(cos -(r-t y/art-f ,* 


r* »'ang'(8en = ~)-a (r-l ). 

Ancora : osservando che o vero 
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equiTaie al prodoUo del quadrato del raggio r nel seno e nel 
coserò deli’ angolo, ed essendo in generale senaasaseua cosa, 
e quindi senacosa = ìsenaa , la medesima espressione (II) 'nel 
primo e nel terzo caso , potrà ricevere la forma 

r*[»'ang' (sen = — )— Isenaang] .... (Il'), 
e nel secondo potrà assumere 1 ’ altra 

* r*[*'ang'(cos=.^^— ^)— Jscnaang] . . . (II") : • 

colle quali 1 ’ applicazione dei logaritmi può riescire 'più profi- 
cua , avendosi immediatamente dalle tavole il logaritmo del se- 
no dell’ angolo doppio. 

7 . Il segmento ellittico dipendendo dagli archi circolari an- 
ziché dagli ellittici , è questo il luogo di darne la misura. Sia 
MCmM un tal segmento , e suppoughiamo la sottesa M m di Fig. t 
esso perpendicolare ad uno degli assi O C dell’ ellisse. Descritto 
sull’ asse A a il semicerchio À B a , sicno M P ed L P due or- 
dinate rispettive della semiellisse e del semicerchio, corrispon- 
denti ad una medesima ascissa OP. Per da proprietà fonda- 
mentale dell’ ellisse avremo 

APxaP ; KTP* : ; BÒ* : co’ , - 
ma per la natura del cerchio il rettangolo di A P in a P è uguale 
al quadrato di LP; dunque sarà '• 

, Ì7Ì>* : MP’ : ; ¥Ó* : QO’ ‘ . 

ed anche 

LP : MP : • BO : OC; 

cioè a dire', che ogni ordinata del cerchio è alt’ ordinata cor- 
rispondente dell'ellisse come BO : CO. Ma supponendo essere 
L ' M ' P ' parallela ed infinitamente vicina ad L M P , i tra- 
pezi LPP'L', MPP'M' possono riguardarsi quasi fossero 
rettangoli , < come tali sono fra loro nella stessa ragione delle 
ordinate LP ed MP. Dunque anche questi elementi del scmi- 
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cercliio e della semiellisse , saranno fra loro nella ragione di 
BO a CO; e volendo lo stesso per tulli gli altri da M sino 
ad m, sarà pure 

LB/joPL : MCmpPM : : LP ; MP, 

Ma è ancora 

rettangolo L/7 ; rettangolo Mp :: LP : MP, 
dunque sarà eziandio 

segmentoLB/ : segmcntoMCm ; : LP : MP : : BO : CO. 

Ciò premesso, chiamiamo a e 'c i semiassi AO , CO 
dcll’ehisse, e per analogia a e y le rette MQ e CQ. La dU 
mostrata proporzione , scritta in linguaggio algebrico sarà 

o*arc(sen=-r-)— a(a-/) ; segmento MC/n : : a ; c, 
a 

e così avremo da principio 

, _ se • f.n 

segmentoM Cm=acarc(sen=-^)— — «(a— 

ts o 

ma è cliiaro da una parte che , e da un’ altra parte la 
proporzione 

BN :’CQ : : BO : CO , ovvero t s y : : a : c 
ci dà pure ay=ct f dunque introducendo a , e y in luogo di 
s , e t nella espressione precedente , avremo pel tegmento 
M C m deli’ ellisse di assi a a e a c^, dotato della base cor- 
da aa , e delV altezza' y, la formola 

acarc(sen = ^) — <t(c— y) (HI)- 

È pei‘ò da notare che in essa le quantità a , c , c , y' dipen- 
dono fra loro per 1’ equ.izione • 

c*«*=a*(acy — y*) , 

che n.isce pariinenle dal sostituire i delti valori di * , c / nell’ 
equazione s*= 2 at—t* del ccieliio ABo, e che serve a deU-r- 
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minare una qualunque delle quantità « , a , 7 , c per le tre ri- 
manenti. Di&tti prendendone i logaritmi si ha 

alog«+a1ogc=aloga+log7+log(3c-^7) . . . (A) , 
equazione che risolve il problema , se l' ignota à « 0 pure a. 

Se l' ignota è 7 , maneggiando 1 ’ equazione dell’ ellisse co- 
me per risolverla rispetto all’ ignota , si arriva colle solite re- 
gole all’altra c— 7=v^(o*— «*) , che dà 

log(c-7) = ìlog(a+«)+ilog(a-«)+Ioge-loga . . (F). 
Così dunque pub trovarsi c— 7 , che sottratto da o conduce a 7. 


Finalmente se l’ignota è c , si troverà prima 


ac— 7 


, che 


chiamo b , mediante 1’ equazione 
log6=aloga— aloga-f-log7 che discende da (A); indi col nae- 
todo precedente , applicato all’ ignota c nell’ equazione . 
o*=i(ac— 7) , si avrà 

Iog(c-&)ssilogi+ìlog(i-7) . . . . (C), 
da coi , tornando ai numeri , si fa noto c-~b e quindi 0. 

Dopo ciò I sapendo con a e c la « o la 7 • si calcolerà per 
logaritmi 1’ espressione (111), dandole una 0 l’altra delle forme 

ac(v'ang(sen=-^)— ìs'enaang] .... (IH’), 

oc[»’ang(cos=^^)-Ì 5 ènaang] .... (Ili"), 
c 

che nascono dalle altre (II') e ( 111 ") del segmento circolare , in 
virtù del rapporto fra questo segmento e l’ellittico, dimostrato 
più sopra. 

8. Per dedurre dalla formola generale (III) quella che 
esprime la semicllisse , basta supporre «=0,7 = 0. In tal mo- 
do si fa cadere la sottesa M m sopra la A o , e 1 ’ aja della se- 

mieliiese di assi a a , e a c rimila eguale a —se: come si sa- 

a 

rebire trovato immediatamente con la proporzione 

ABo : ACo :: a : e. 
a 
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Fig.a. 


Giova ripetere cLe nell’ applicaaione numerica delle forno» 
le ^II ) , (III), e di tutte quelle che contengono degli archi de- 
terminali per le loro lince trigonometriche , i simboli 
, arc(seasm), arc(cos=/i) , arc( tang =/> ) , etc. 
si devono limpiaxtare cogli altri 

T’ang'(sen=m) , »'ang'(cos=n) , *'ang'(tang=/>) , etc. 
rispettivamente ; benvero però che l’approsBimaxione si supponga 
estesa e limitata ai minuti primi. 

g. È anche utile osservare, almeno in ordine alla teoria , 
che quando a e c in luogo dei semiassi dinotino due semi- 
diametri conjugali dell’ellisse, inclinati fra loro sotto l’angolo 
S. , il segmento che vi produce la corda a a parallela al dia- 
metro a a , verrà espresso dalla fortnola (III) moltiplicata per 
sen/3. In appoggio di questa pròposizione si rifletta che anche 
nella figura a , relativa all’ ipotesi proposta , ha Inogo'per le 
proprietà dei diametri coojugati la proporzione 
, LP s ht» : 1 Ba-:.£a 

Ma fingendo menate pel punto p vicinissimo a P le pl^ pm 
parallele alle PL ,• PM , e la pn perpendicolare a PM , i due 
trapezi! LPp/ , MP^m possono considerarsi come parallelo- 
grammi , e si ha pure la proporzione 

Pp : pn : : 1 : sen^; 

dunque moltiplicando per ordine le due proporzioni , i detti 
parallelogrammi i che sono gli clementi corrispoudenti del se- 
m’icerchio c della semiellisse , staranno fra loro cerne 
OB ; OCsen/S, o vero come a : csen/3. Il resto della dimo- 
strazione procede senza difiicollà come nel n.° 7. (*). 


(•) La forinola per la quadratura delle curve riferite ad assi fra loro 
iocliuati sotto r angolo 4 euendo ieu^/ydx , la recata dimostrazione sarebbe 
stala superflua se mi fossi servito 'del calcolo integrale; ma io mi sono pro- 
])osto di non ricorrere a questo metodo senza necessiti , o senza molto ab- 
breviare ■ ragionamenti. 
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10 . Quanto al segmento sferico ad una base è noiissimo il 

teorema , che chiamandone 5 la base eli’ altezza , il ano va- 
lume YÌene indicato da (*)■ dinotando con r ed 

« i raggi della sfera e della base S abbiamo Ssea*, ed 
t*=à'r(— t*; dunque sostituendo avremo pel tegmenlo ad una ■ 
base • di altezza spettante alia sfera di raggio t ^ la forinola 

lt\Zr-t) ..... ''('IV). ^ 

11. Come il segmento ellittico dipende dal circolare, così 
dipende il segmento sferoidico , o vero della a/èroide , dallo sfe- 
rico. La sferoide vicn generata dall'ellisse che si rivolge attor- 
no il suo asse maggiore o minore : nel primo caso la sferoide 

è allungata , e schiaeciata o depressa nel secondo. Sia AC<i Fìg.3. 
nna aemiellisse che roti attorno ad uno dei suoi assi per esem- 
pio aA , e consideriamo in primo luogo il > segmento sferoidico 
di cui PHKA è quarta parte , e che risulta da un piano per- 
pendicolare all’asse di rotazione. Immaginando descritta la sfera 
del raggio 0 A , i cerchi , KP, prodotti da ciascun piano 
simile ad LH N nella sfera e nella sferoide , sono fra loro come 
HN’ : SP , ossia nella costante ragiona di O B : O G . 

Ma supposta HA infinitesima, ì cilindri che hanno questa 
retta per altezza , e per basi quei cerchi', sono elementi delia 
sfera , e della sferoide ; dunque ancora questi elementi saranno 
in ragion costante ; è valendo lo stesso per tutti gli altri , in 
quella medesima ragione sarà pure il segmento sferico allo sfe- 
roidico. Ora ponendo OA = a, OG = e, AH=«, il segmento 

sferico risulta es|>rcsso da — a*(3a— <e) , e la detta ragione co- 
stante viene indic.ita da quella di a* : c*; dunque il segmento 
sferoidico ad una base e di altezza <e , prodotto nella sfsroi- 


(*) Legendre , geom. ediz. la , Kb. 8 , prop- i8. 
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d* g*a*raia dalf tUisié di assi a» s 3c , msdiaats un piano 
perpsndicolaro aJf asso di rotasioas a a , vorrà t guaio a 

J^«*(3a-a) . . . (V). 

13. Sia ora il tegmento espreuo in quarta parte da PHKA , 
prodotto da un piano PHK parallelo all'asse di rotazione « ckc 
suppongo essere, OC. Descritto sull’altro asse Aa, e nel pia- 
no AOC il semicerchio aBA, e prodotto OC in D , si conce- 
pisca rotare anch’ esso attorno OB. 'Avremo una mezza sfera , 
ed una mezu sferoide costituite sopra una stessa base | che è 
il cerchio espresso per metà da A Da. Ora supponendo divisa 
io elementi di qualunque figura , come Q q , 1’ aia di questo 
cerchio, confrontiamo i sobdi prismatici aventi per base comu- 
ne Qq, e per altezze le perpendicolari QL , QM, terminate 
alla superficie sferica ed alla sièroidica. Sarà 1’ uno all’ altro come 
LQ : MQ ; ma facendo passare per la retta LQ e per l’asse 
di rotazione BO. un plano, gorslo paaduoe- nella mezza sfera il 
quadrante circolare BLD , e nella mezza sferoide il quadrante 
elbttico CMD eguale all’ altro CA, e perciò abbiamo 
LQ : MQ ; : BO : CO ; 

dunque nella stessa ragione costante di BO : CO saranno quei 
due prismi , e tutti gli altri elementi dei due solidi , ciascuno 
a ciascuno. Così dunque sarà l’emisfero all’ emisferoide , ed un 
segmento qualunque dell’ uno al corrispondente segmento dell’ 
altra. 

Ma supponendo come innanzi OA = a, OC=c, la mezza 
sfera di raggio a viene espressa da ìra^ (*); dunque per vir- 
tù della dimostrata proposizione , la mesta sferoide generata 
per la rolatione dolf oliisso di assi 3a « 3C intorno alF asso 
3c vorrà off/ale a Iva'c. 


(') Legeodre , geem. «di._ 8 , prop. i5. 
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i3. la generale menando nel semicerchio A Da una segante 
qualunque KH, e il diametro A a perpendicolare ad essa in H,c 
poneudo AII=«, abbiamo che il segmento sferico, rappresentato 

in quarta parte da MHKA , viene espresso da -^«*(3a-«). 

Dunque , in virtù ancora della proporzione innanzi dimostrata , 
il segmento sferoidico ad una base e di altezza « , prodotto 
nella tferoide generata dall’ ellitse di assi 3 a e a c , ' me~ 
diante un piano parallelo all’ asse di rotazione a c , risulterà 
eguale a 

.... (VI). 

J a 

nelle nostre ricerche sulla misura delle volte non avremo bi- 
sogno di considerare altri segmenti di sferoide , se non quelli 
nascenti da un piano perpendicolare , o parallelo all’ asse di ro- 
tazione , ed espressi dulie formole (V) e (VI) ; ma con lutto 
ciò , non manclierenio di notare a suo luogo anche la formola 
del segmento prodotto , da un piano segante , comunque posto 
rapporto ali’ asse di rotazione ; essendo cosa per se stessa pre- 
gevole, il dare alle ricerche la maggiore generalità di cui sono 
capaci. 

i4- Passiamo adesso alla misura degli archi ellittici , e 
prima di tutto osserviamo, che essendo 1’ ellisse divisa in quat- 
tro parti eguali e simili dai suoi assi , la misura di un suo 
arco qualunque può sempre farsi dipendere da quella di archi 
minori del quadratile , e che incomincino da un' vertice della 
curva. Per uniformarci all’ uso ricevuto supporremo che questo 
veitice sia uno degli estremi dell’asse minore, indicalo dal 
punto C , e riguarderemo 1’ arco ^ ellittico CM come funzione pig.t. 
dell’ arco BL che gli corrisponde nel cerchio circoscritto all’el- 
lisse. Allora supponendo che il semiasse maggiore sia i , e 
diiamando i l’eccentricità dell’ ellisse , e a l’arco circolare BL, 

1’ arco ellittico C M verrà espresso dall’ integrale . . i . . 
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y'd»v^(i-«*sen*9)-=E, condiiionato a cominciare da 9=0 (*). Dal 
valore adunque di questo integrale dipenderà la misura di un 
arco qualunque della nostra ellisse di semiasse maggiore 1 , e 
di eccentricità 1. E poiché nell' ellissi aimiti , cioè in quelle 
che hanno gli ossi inuggiori proiKìraionali ai minori , e quindi 
alle eccentricità , i perimetri interi , ed in generale • gli archi 
di ampiezze egualmente graduate , sono anche si mili tra loro , 
e quindi proporzionali ai semiassi maggiori , ne viene per con- 
seguenza che un arco ellittico di ampiezza graduata , 9 , di se- 
miasse maggiore a , e di rapporto fra l' eccentricità , ed il se- 
miasse maggiore 1, risulterà eguale ad o/i/9v^(i— <’sen*9)=a£| 
c quindi sarà valutabile colla tavola de’ Valori di E. 

i 5 . Ora è da sapersi che l’ illustre geometra Lcgendre , in 
seguito di dotte e profonde ricerche sulle trascendenti 

( la seconda delle quali non mittichorà pare th presentarsi qual- 
che volta nelle nostre ricerche ) , dinotando con sen 9 la fra- 
zione • , e supponendole cominciare da 9=0 , le ha calcolate 
[iurte con dicci , e parte con nove cifre decimali per tutt’ i va- 
lori degli angoli 9 , c 9 , di grado in grado da 0 sino a 9Ò. 
Questi angoli 9, e 9 'sono da Lcgendre chiamati rispettivamente 
modulo , ed ampiezza del valore di £ , o di F al quale ap- 
jiartengono', per modo che ciascuno di questi valori dipendendo 
da due elementi , la tavola che li contiene è necessariamente a 
doppia entrata , come quella di Pittagora. 

Io trascriverò quj appresso una piccola parte della tavola 
de’ Vidori di E,afìne di mostrarne più chiaramente la disposi- 
zione c 1’ uso , che sono perfettamente simi |i per la tavola 
dei valori di F. 


(■) Laerpis, elementi di calcolo differttuiale ed integrale., 4 ediz- n. ?63. 
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f 

E (a»). 

E(.»). , 

E (i«). 

E i 3 «). 

E ( 4 *). 

o« 

0. 00000 oooo*) 

0. 00000 00000 

a. 00000 00000 

o> ooooo 00000 

0. ÒOOOO OOOOO 

■ 

0, 01745 Siy'iS 

0. 01745 32922 

0* oi ?45 32 oi 4 

0, 01745 3-^901 

0. 01745 32882 

a 

0. 03490 63 S 5 o 

0. 03490 66829 

0. o 3 iiio 65 ‘t 6 ì 

0. 03490 656:)6 

0. 03490 655 o 5 

.3 

0. o 5?35 9877O 

0. o 5235 98703 

0. o 5235 98(84 

0, 05235 98f2i 

0. OD 235 97512 

.4 

0. 06961 31701 

0. 06981 31628 

0. 06981 3 toio 

0, 06981 3oi49 

0. o6c)8i 2^44 

il 

0. 06726 64626 

0. 08726 64290 

0. 08726 G3278 

0. 08726 61697 

0. 08726 69244 

s 

0. io 4 ?* 97551 

0. 10^71 96970 

0. 10471 96224 

0. io 4 ti 92 . 1 »o 

0. 10471 88 t 58 ! 

‘‘l 

0. 12117 3 c> 47 ^ 

0. 122}? 2 o 55 Ì 

0. 12217 26784 

0. 12217 ^3I7<» 

0. 12217 ^73 1 1 


0. tSyOa 634 o-i 

0 . i3q62 62026 0. i3q62 5 ': 8 o 6 

0. 13962 5 102 3 

0. 1 3962 4 ' 4 " ! 

9 

0. l5^o^ p 63 i 7 

0. 15707 94369 

0 . 16707 88497 

0 . 16707 78720 

0. 16707 6.50481 

1- 

0. 17453 29262 

0. 17453 2()5G9 

0. 17453 18525 

0. 17453 ODI 29 

0. 17452 8t>395j 


0. 19198 61177 

0. 10U18 586 ii 

0. 19198 47917 

0. 19198 3 of IO 

0, 19198 o 52»8 


0. 209'|3 95102 

0. 2oo 43 t)o 47 n <>. 200Ì3 

0. 20943 53528 

0. 1«JÌ3 11144 1 

.3 

0. 22669 38028 

Ot 22689 221 58 

0. 2268r> u 4558 

0. 2'wÙ>88 75250 

0. 22688 34266] 

!'4 

0. 24434 ^>^53 

0. 14 ',34 53635 

0. 14434 3 1688 

0. 4 i }33 95i(3 

a 1(33 1 Ì *>39 

'"1 

0. 26179 93878 

0. 20179 84 893 

0. 10179 5-94S 

0. 26179 i3u7H 

.). 2617H doJ 3 o, 

16 

0. 27925 i 68 o 3 

0. 27915 iSyig 

0. 27924 $3281 

0. 27924 28927 

0, 27923 52920 j 

'7 

0. 29670 59728 

0* 2<j(>70 46700 

0 . 29670 07631 

0. 2q<ì6(j 42565 

0. 2y<ì08 5 1579 

18 

0. 3 t 4 iS 92631 

0. 3 i 4 i 5 77221 

0. 3 i 4 i 5 30943 

i>. 3 i 4 i 4 5387 <> 

0. 3 i 4>3 4 ^o «)4 

»J) 

0. 33 i 6 i 25579 

0. 33 i 6 j 074^^ 

0. 33 i 6 o 53 i 64 

0 , 33 i 5 q G2723 

0. 33 i 58 36 i 33 

li! 

0. 34906 585 o 4 

0, 34906 37432 

0. 34 go 3 7414 i 

0. 3 4904 C9007 

0, 34903 21847 

' 


La prima colonna a sinistra ha per argomento l’ampieiza 9, 
e conliciie tutti gli angoli di grado in grado , da o , a 90. A 
destra di essa veggonsi disposte le colonne dei valori di lii , nei 
numero che permette il sesto della carta , ed hauno successiva- 
mente per argomento E(o®) , E(i°), E(a°) »... £(90°) , le 
quali indicazioni significano che in £ il modulo 6 ', di cui • è 
il seno , si suppone successivamente corrispondere a gradi 
o , I , a , 3 , . . . 90. Per tal modo volendo per esempio il 
valore di £ corrispondente a gradi ao di ampiezza , c 34 di 
modulo, si cercheranno g'i uni nella prima colonna a sinistra, 
e gli altri nel primo rigo supcriore; e seguendo coll’’ occhio la 
linea orizzonlale e la verticale , che passerebbero pei rispettivi 
luoghi dei numeri cercati , si liovcrà nell’ incontro di esse il 
richiesto valore di E. 
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i6. Passo ora a dimostrare l’uso o Tero l’ interpolazione del* 
la stessa tavola , cercando il valore di £ relativo ai due elementi 
^=i7®.3g', e 9 = 3 ®. 4 i'- Preso per termine di paragone il nu- 
mero Aso,ag66g risponde ai valori f =17", e 9 = 3 °> 

e elle devesi trovare come pocanzi abbiara detto , ti ditcorra 
come appresso ; se per la difierenza di 60' la variazione di A 
dovuta a 9 ( che si potrebbe dinotare in un modo assai espres- 


sivo con ) è uguale al numero 0,01744 33926 , che viene 

sottraendo A dal numero scrittogli sotto nella stessa colonna , 
per la diiTerenza di 39' verrà in proporzione 0,00843375809. 

Parimente , se per la diflerenza di 60' 
nell’ angolo del modulo 6, la variazione che sof- 


fre A , cioè a dire. 


dA 


è uguale al numero 


— 0,00000 90986, che nasce sottraendo A dal 

numero scrittogli a destra nel medesimo rigo , , 

per 4‘.' sarà in proporzione - —0,00000631737 

Queste due correzioni riunite ne fanno 
una uguale a 0,00842954073 

che aggiunta ad A 0,2966943565 

ci dà pel richiesto valore di £ o,3o5ia379733. 

1 7. Questo metodo (') di ottenere il valore di £ , semplicis- 
simo quando l' ampiezza ed jl modulo tono afietti anche da mi- 
nuti , conduce a risultati che,, in generale , non sono esatti oltre 


(’) Estrado E una funzione di * e ( , e sapendosene il valore A quan- 
do f=a, e t=aì quello che avrà quando ■ e ,s si aumenlano ritpeuiva- 
mcnle di due picciolissioie quantità x ed jr , viene indicato da una serie i di 

cui primi termini sono A + ^x+^jrj ( Lacroiz , elementi di calcelo., 

n." 39 ). E questo il principio col quale ti dà ragione del metodo d* inter- 
polazione di sopra esposto. 
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le prime cinque figure. Per avere un grado maggiore di, esat- 
tezza sarebbe d’ uopo tener conto anche delle difierenze seconde 
dei valori dì £ contenuti nella tavola , e la maniera di con- 
durre il calcolo può vedersi in Legendre ('). Io mi credo au- 
torizzato a non farne parola , dacché 1’ esattezza delle prime 
quattro o cinque figure , in fatto di voltonietria si reputa suf- 
ficientissima al bisogno. D’altronde questo grado di esattezza si 
coordina bene a quello dei logaritmi , e dei seni contenuti nel- 
le piccole tavole di Lalande (*') , alle quali , per la stessa ra- 
gione , io sempre mi rapporterò in questa Memoria. In questo 
limito dì approssimazione il calcolo precedente diviene ancora 
un poco più semplice , potendosi adoperare all’ uopo le sole 
prime sei cifre decimali della tavola del sig. Legendre. 

iS, I valori di E ed F che più volentieri s’ incontrano nel- 
la misura delle volte > sono quelli che sotto un modulo qua- 
lunque, hanno per ampiezza 90°. Legendre li distingue col no- 
me di funzioni ellittiche completa , e li rappresenta colle ca- 
ratteristiche E ed F un poco più semplici dell’ altre £ (90°)» 
ed F (90°). Ho stimato perciò convenevole di raccogliere in due 
tavole 'aggiunte a questa Memoria i valori di E', ed F' corri - 
spondeiiU a tutti quelli del modulo 6 , di grado in grado , da 
o a 90 ; sebbene ip fatto di volle il valore del modulo non esca 
ordinariamente da certi limiti. Le medesime tavole contengono 
ancora i logaritmi corrispondenti ai valori di E', ed F', affine 
di abbreviare quanto si può maggiormente i calcoli che restano 
a fare. L’ iiiicrpolazioiie di queste piccole tavole nei casi che il 
modulo abbia ad un tempo gradi c minuti ^ è anche più sem- 
plice di quella pocaiizi descrìtta per la tavola generale , non 
essendo punto diversa dalla maniera efie si qsa ordinariamente 


(*) Eierdtu di calcelo iatrgraU , toma. IH , •.* sii, 

(**) F^iiipoc Mcftaiipa «tei dSoS. 
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nelle tavole dei logaritmi , e dei seni , le c|aali tono al pari di 
et » , ad un tolo argomento (*). 

Poicliè i valori di £ dinotano gli archi di una ellisse , c 
la tavola che li coùtiene di ragione chiamati ellittica , ti po> 
Irebbe dimandare se i valori di F esprimano parimente gli ar- 
chi di qualche altra curva algebrica. lu risposta soggi ungo che 
ciò non si verifica se non nel caso del modulo ^ 

allora la curva è la iemaùoata di Giacomo Bernoolli (*'). Non- 
dimeno anche la tavola dei valori di F chiamasi ellittica , per- 
ché dipende da quella dei valori di £ , in giti» che .da una 
può facilmente calcolarsi 1’ altra (*’*)• 


(*) Negli elemenli di calcolo diflèrenziale ed inlegrale li dii per la misura 
della medi del perimetro ellittico , relativo al semiasse maggiore > ed all' ec- 
ceniricilìi t , la segueole serie ( Lacroix , ekm. di cale, u.* s6s ) 


T? I f 1.1 A 1*1. 1.3 / 

1* rr*^” 


1.1.1. 3.3.5 


|6-etc. ). 


a. a a.a. 4.4 a.a.4-4-li-d 

Ma la medesima nou è abbastaou convergente se non «{uaiide s è una fra- 
siotic piccolissima ; per modo che , da questo caso m fuori , booguerebbe 
valutarne ben molli termini per ottenere una mediocre esaiteau. Nondime- 
no , volendoai contentare di una scarsa approssimazione ( tale per altro che 
il cbiarissimo Brunacci non ha difficolth di credere sufficiente per misura- 
re U, lunghezza degh archi dei ponti , ec. , che sono semiellissi ) i due pri- 
mi termiui di essa daooo una regola sentpUce, colla quale ss è dispeOMto di 
ricorrere alla tavola E'aniuuia a questa Memoria. Per tradurla in linguaggio 
ordinario , si reslisuisca a quei termini l' omogeiieilh , e la dimensione che 
loro compete , introducendo i semiassi a c c dell' ellisse. Per tal modo avre- 
mo in loro vece la fonnola 

• I < • • • , , «■— c*. * 3a*-f c* 

. . , 

che nei termini stessi di Brunacci ( matematica sultime tomo IH , pag. 3o ) 
vuol dire : ul triplo del quadralo del semiasse uutggiore aggiungete il quadrato 
del semiasse minore ; premiete il quosiente di questa somma , divisa per lo 
stesso semiasse maggiore , e multi plicatelo per il numero cattante 0,^854 i ed 
wrete la hutghetta cercata. 


(■•) L' equazione di questa curva è (x*4-jr*)*so*(r*— y»y. 

(*'*) Legeudre , esercitii di calcolo integrale , tomo I j u. i 4^ e 44 * 
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OSI VÀjri DI PORTS 0 FinSTRB , SCOLPITI REI Mmi DRITTI ^ 

- S DI PUNTA RETTILIRRA , CIRCOLARE , O ELLITTICA. 

19. La forma più semplice dei vani di porte , scolpiti nei mu- 
ri elritti ( cioè a facce parallele ) e di pianta rettilinea , è quel- 
la di un parallelepipedo rettangolo ; ma sovente per meglio il- 
luminare l’ interno delie stanze alle quali immetto;io , le facce 
laterali di essi sogliono divergere alquanto verso la detta parte 
interna ; e cosi la loro forma è quella di un prisma retto e di 
Lase trapezio. In ogni modo la pianta e I’ altezza del vano ha- 
stano per determinarne la misura ; ed il solo principio di geo- 
metria da cui questa misura dipende' è il notissimo teorema » La 
M solidità di «in prisma qualunque nasce dal moltiplicaruc la 
M base per l' altezza ». 

Adunque chiamando 3 a la larghezza interna della pianta , 

3 a* la esterna , e 0 1’ altezza ; e inoltre chiamando 6 la spes- 
sezza del muro , la pianta del vano sarà espressa da(a-f<n^)£, 
e quindi l’ estensione di esso avrà per misura la formola 
(a4-a')^c . . . (VII), che si cangia in a 9^0 . . . (VII*) 
ossia nel prodotto delle tre dimeusioai del vano , allorché que- 
sto prende la suddetta forma semplicissima di parallelepipedo. 

30. L’uso dei muri a scarpa e di pianta rettilinea non essendo 
molto raro in arebitattura civile , trovo utile occuparmi ancora 
dei vani di jMrte praticati in essi. A tal Gne , ritenute le de- 
nominazioni jireccdenti , chiamo dippiu A'Ia spessezza del muro 
in cima della porla , per modo che il pendio della fàccia ob- 
bliqua del muro all’ orizzonte , avrà per tangente trigonometri- 

Q 

CH — IT- vano scolpito nel muro non sarà più un prisma : 

perciocché sup|)ooendo i-appresentata la base inferiore del vano 
dal Inipezio aAA!a', e la sezione verticale del muro a scarpa Fig.5. 
secatulo iSA' dui t r apez io e preodeodo la retta oB' per 

altezza della |)orta, la sua base miperiore sarà espressa in pian-. 
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ta da yaky*.^ daoque visìbile, che nel caso attuale il vano è 
minore del precedente pel valore del poliedro espresso in prò* 
jezione orizsootale da ya'K'y’, ed in projezione sul piano di pro- 
filo da BcB'. Or supponendo diviso questo poliedro in due 
parti col piano verticale e parallelo a quello di profilo , espres> 
so da considerando per loro base comune la se.zione che 

vi produce un tal piano , ciascuna di esse parti non è che nn 
prisma triangolare tagliato da un piano obbliquo alla base. Così 
la parte projettata in a’&’ay termina nel piano verticale espresso 
da n'^che è obbliquo alla base rappresentata da^'«;ad averne 
dunque la misura è d’ uopo giovarsi del bel teorema (*) secondo 
il quale» se un prisma di base triangolare viene intersecato da 
» un piano obbliquo alla base , il solido che ne risulta è tersa 
» parte del prodotto di detta base per la somma delle tre di- 
» stanze che serbano da essa i vertici della sezione . » Nel caso 
nostro due di tali distanze sono fra loro eguali , poiché rappre- 
sentate ciascuna dalla retta a *&'•, la terza poi vadosi indicata da 
ya. Quindi per l’ applicazione del teorema indicato , il poliedro di 
cui si tratta verrà espresso da un terzo del prodotto del triangolo 
BcB' per la somma della retta ^7', e del doppio della retta a'A'. 
Ora abbiamo il triangolo BcB'={(&—i')e , e la retta o'A'=a o’, 
e della per poco x la retta yy', la si trova per là proporzione 
b \ V \ aa—aa' : zo— ar, 

che ci dà x = 2o- 2 a- a'). 

Sarà dunque il poliedro in quistione espresso da 

?[(o + aa')6-ó'(fl-a')](i-^)c . . . (A), 

e quindi sottraendo questa furmola dalla precedente (VII), avre- 
mo per misura del vano di pianta trapeziale scolpito nel muro 
' a scarpa 


(•) Legeodre , geom. lib. 6 , prop. az. 
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}[(aa+a')(6+&')-(«-a')^]c . . . (Vili) 

31 . Se la pianta lia piuttosto un rettangolo cbe un trapezio 
( come oggi più comunemente sì usa ) , avremo a=:a', c così 
la formola del vano diverrà semplicemente 

a(ù+ù')o. . . (Vili'); 

il cbe La luogo ancora se la pianta è un semplice parallelo- 
grammo. 

33, Quel cbe abbiamo detto relativamente ai vani delle porte 
conviene alla lettera a quelli dei balconi , e si applica ancora 
con facilità ai vani delle finestre propriamente dette ; perché 
tanto il vano di esse , considerate come se non avessero para- 
petto , quanto questo parapetto , non dififerìscono cbe nella gran- 
dezza dalle figure cbe sogliono avere i vani delle porte. Quindi 
misurando 1’ uno e 1’ altro colle Tormole precedenti , c poi sot- 
traendo il secondo dal primo , si avrà nel residuo il vano che 
eflcUivamente si produce nel muro dove la finestra è scolpita. 

33. Talora per aver dalle finestre maggior copia di luce , 
il piano superiore dei loro parapetti , o in mancanza di questi 
( come nelle finestre di chiese, carceri , ec. ) il piano infe- 
riore del vano in vece di essere orizzontale , inclinasi alquanto Hg- 6 . 
verso la parte interna , come si vede, indicato nei due profili * 
Beb'o', Bfi'ù’ o' delle figure 6 e 7. Per misurarne il vano s’im- 
magini condotto per B un piano orizzontale espresso in profilo 
da fib. È chiaro cbe bisognerà unire ai vanì pocanzi determi- 
nati un altro di figura prismatica , avente per sezione retta se- 
condo 0 $' un triangolo projetto in Bùc' sul piano di profilo, 
e i di Cui lati projettati in ù e c' sono quanto a A , mentre il 
terzo proiettalo in B c lungo quanto a 'A'. Di nuovo dunque 
applicando il citato teorema di geometria , c chiamando c' la di- 
mensione verticale interna c'ù' del vano, avremo per cotal solido 
;(ao + «' )A(c'-c) .... (B); 
e così il vano della finestra corrispondente alla figure 6 riducesi a 
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(VlI) + (B)=;[(n + aa')c + (9fl+a').']6. . , .(IX), 
e r altro più raro a verificarsi , relativo alla figura "j dove il 
muro c a acarpa , risulta espresso da 

(VlII) + (B) = ;[(aa + o')(6c'+6'c)-(a-a')^]c. . (X). 

Per accomodare queste due formole al caso della pianta 
rettangolare basta supporre a'^a , con che si cangiano nelle 
due semplicissime 

nA(c-f-c’) . . . (IX')-, flCic'+yo) .... (X'). 

34. Tornando adesso all’ ipotesi ordinaria dei nauri dritti , 
fingiamo che i vani scolpiti in essi , in vece di terminare si> 
periormenlc in un piano orizsonlale , sieno- incurvati ad arco di 
Fig. 8 . cerchio : come per lo più si vede praticato quando hanno una 
larghersa significante. Immaginando unita I4 corda di tale arco, 
è chiaro che tutto il vano scolpito nel muro si compone da uno 
di quelli considerati precedentemente , e dal vano compreso fra 
il detto archivolto ed il piano orizzontale menato per U corda. 

Kel caso delle porte di cui ora parliamo , la loro base è 
piuttosto un rettangolo che un trapezio ; e cosi l' archivolto deU 
lu porta viene cilindrico , laddove potrebbe esser conico quando 
la pianta della porta fosse un trapezio (’). 

Intanto ritenuti i simboli a o , 6 e c per denoUrne la lar- 
ghezza , la spessezza , e l’ altezza, sieno dippiù c' la freccia 
OC ed rii raggio del suo arco. Sarà prima di tutto a^aro'—c’* 
e l’area del segmenta aCX verrà espressa in virtù delle 'fori- 
mola (II) da 

a 

. r*arC(see= — ) — <i(r— c'); 


(‘) In questo tecnudi) cara la misura dell' arcliivollo dipctidc da quella 
dall* ugna conica , di cui traUereuvo in Mguito. Ma nel cara medesimo la su* 
perllcie dell' archivolto può esser quella del conoide di Wallis , o altra sa- 
perlicie rigala. 
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qoÌBdi unendovi a ac, che esprime l'aja del rettangolo a A', e 
moltiplicando la somma per b, avremo per tutto il vano della 
porta 

[r*arc(sen = -^)-a(r-c')-|-aac]6 . . . (XI). 

a5. L' arco A C è alcune volte si poco curvo , che divi- 
dendolo in due o al piò in tre parti eguali , e pei punti di di- 
visione immaginando condotte le verticali sino all’arco, le cor- 
de che ne unirebbero gli estremi da C sino ad A , si confonde- 
rebbero sensibilmente con l'arco. Da ciò ne segue che ad oU 
tmiere un' approssimazione sufficiente , non vale la pena di ri- 
correre alla tavola dei seni , nsentre misurando le due verticali 
C'O', C"0", e chiamandole o" e c'", viene 

il trapezio COCyC*s-^(— 

3 ' a 

il trapezio C'O 

il triangolo C" 0 "A =5 ; 

di dove il segmento aCA, doppio della somma di tali figure, 
risolta espresso da ^c'+ac"-pac"') , ed il vano della porta 
si fii egnale ad 

y(6c-|.c'+ac"+ac"') ... . . (XII) 

È questa la formola approssimativa che può sostituirsi alla pre- 
cedente esatta , quando si sicno misurate le due verticali C'O', 
C"0" menate pei punti dove la OA resU divisa in tre parti 
eguali. Ma se la curvità dell’ arco AC fosse così piccola , che 
le parti in cui esSo verrebbe diviso dalla verticale menata pel 
punto di mezzo della AO, si potessero stimare sensibilmente ret- 
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tUince ; allora delta c" questa verticale , la fornsola del seg'> 

mento sarebbe ~(c'-f-ac"), e quella in conseguenza del 

vano occupato dall' intera porta 

^ÌÌ(4c+c'+2c'') (XIII), 

aG. Xelle porte nobili e grandi , dette volgarmente portoni 
l’arco flCA è per lo più semicircolare , e qualche volta se- 

miulliltico. Allora essendo —a* 1’ espressione de) semicerchio 


e —ac' quella della semiellisse, il vano della porta sarùdinota lo , 
nel primo caso da ^(Ta-}-4c) .• • . • (XI')', 

e nel secondo da ^(4c-|-vc') (XI*')- 

37. Passiamo ora alle porte traforale nei muri di piànta 
circolare. 


La forma che da principio senibra meglio convenire alla 
Fig^. pianta della porta è quella indicala da a AA'a'(n.°i), dove aa' 
ed A A' convergono ai centro comune delle due fàcce del muro. 
Ma <|ucsta forma di porla non è punto io uso ; anzi sovente per 
vieppiù illuminare l’ inlerno del muro circolare , si fanno con- 
vergere i lati reltilinei della pianta verso il di fuori di esso mur 
ro , come si vede indicato da aAA'o' ( n.* 3 ). 

L’ uso più ordinario è che la pianta abbia la forma <1 A A‘o' 
( u.° 3 ),in cui i lati rettilinei sono fra loro paralleli ed equi- 
distanti dal centro del muro circolare ressa ha di comune colle 
]irecedenti il pregio di esser disposta simmetricamente per rap- 
jiorlo a questo muro , conte quasi sempre si ricerca nell' archi- 
tettura civile ; ma vi sono delle circostanze ( che si {rresentano 
sovente nell’ architettura miliUre ) le quali esigono che la pianta 
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della porla non cessando di atere i lali^ nttilinei paralleli , esi- 
sta p^ò tuUa da una medesima parte del centro dei muro cir- 
colata; coiM si vede indicato in ~a A A'a' ( n.° 4 )• 
caso della pianta n° i , il ' quale , come abbiamo detto , non è 
punto in uso , la porta può dirsi retta , pcrcliè soltanto allora 
le sue facce lalcrali^esprcsse in pianta da aa' cd AA' vengono 
perpendicolari alle facce del muro circolare ; sono poi obblique 
le altre porte di pianta n.' >, 3 , 4- lo tutte però , ftbgeudct^ 
che il termine superiore sia un piano orizzontale , la fìgura del 
vano è prismatica , e quindi la misura di esSD nasce dal mol- 
tiplicarne 1’ altezza per le basi o piante rispettive: La qiiistionu 
è^dunque ridotta a ritrovar le formule chc^ ci esprimono queste 
basi. A tal fine chiamiamo sempre c l’eltczza della porta, la, 
aa'Me corde , ed r , r' i raggi'degll archi interno ed esterno 
della sua pianta. Se questi raggi non fossero dati a priori , sa- 
rebbe fittile ottenerli a questo modo : applicando la corda a A 
in a A", si misuri la AA" e dicasi ap. Il raggio O u sarà qucln 
lo del cerchio circoscrìttibile al triangolo isoscele AOA", i di 
cui lati sono. sa e ap ; quindi potrà dedursi dalla nota formula 
generale di tal raggio (') , e in questo modo si trova essere 

3 fl* 

r = s , — 77 . In simil modo potrebbe calcolarsi r': ma sarà 

più semplice il dedurlo con unire ad r la spessezza dèi muro 
circolare , che si pub sepipre misurare facilmente sopra luogo. 

Ciò |iosto , considerando in primo luogo la pianta n.° a, 
per brevità si ponganoOB=y'(r*— a*)=4, OB’=v^(r'*— o’*)=ò* ; 
avremo 

trapezio rettilineo aAA'o'=(a-fa'Xft’~ A), 
segmento circolare a HA =r*arc(sen=ft)^<zA , 


(*) Lacroix trigonometria , edìz. 6 , n.> 64 e io3. 

4 
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a’ 

segmento circolare o'^R'A'=r'Wc(sen = ^)— a'A'. 

Ma è chiaro che lo spazio nustilineo a RA A'H'a* nasce daU'iig> 
giungere al trapezio il secoodo segmeoto > e, SoUrarne il, primo -, 
dunque aarà 

oR A A'R'o'=aA'— o'4+r'*arc ( sen=~ )-r*aro(sen3Ì) , 

'V perciò restituendo a ò , ò' i loro valori , e moltiplicando per 
r altezza c della porta , il vano di essa verrà indicato da 

[ov^(r'*— o'*)loV(r*— «■)+r'*arc(sen=*)— r*arc(sen=-)]c...(XIV) 

r * r 

Questa forinola 'si accomoda al caso della pianta n.° 3 ta- 
cendovi a = a'. Pertanto il vano di questa porta sarà espresso da 

[a(>/(r"— a’)— v^(r*— o*))+/^*arc(sen= -^)-r*arc(sen=~)]c..(XIV') 

37. Venendo ora alla porta obbliqua di pianta n." 4 > »e chiamo 
e 36' i lati rettilinei e paralleli aa', A\',e mi servo dei 
simboli d, d' per esprimere le loro distanze dal centro. Que- 
ste distanze si. possono ritenere per cognite ; perchè qualora 
non si potessero misurare comodamente sopra luogo , sarebbe 
facile il calcolarle come altezze dei triangoli Oao^, AOA'dei 
iju.ili si conoscono i lati , e quindi le aje : difalti esprimendo 
iiuest’ ultime con A*, A'*; esse, come è noto, vengono .rap- 

, A* A'* 
presentate da — , 

Ciò posto , abbiamo 

settore OaRA=r*arc(sen=— ) , triangolo OAA'=ò'd' ; 
e parimente , 

settore Oa'R 'A ’=r'*arc(sen = --) , triangolo Oaa'=òd. 

Ma è visibile che sottraendo la somma del primo settore , 
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e del primo triangolo da quella del secondo settore e del se- 
condo triangolo, si ha per residuo la pianta aAA.'a'; dunque 
moltiplicando colai residuo per 1* altezza c del vano , questo 
risulterà espresso da 

[(r'*arc(seu=^)— r*arc(scn=— )-|-id— 6'd']c . . . (XV). 

r r 

aS. A rendere più semplice il ciilcolo numerico delle tre 
formolo precedenti , e soprattutto quello della seconda , che si 
riferisce alla [K>rta più ordinaria , giova osservare , che 

rarc(sen=— ) cd r'arc(sen=— ) esprimono le luiigliezze degli 

archi interni ed esterni delle piante i , .3 e 3 ; e che . . . 
v^(r'*— a'*)— v^(r*— a’) dinotando in queste la rctUi DD', per la 
pianta più ordinaria è uguale ad uno dei suoi lati rettilinei. Ora 
questi lati si suppongono cogniti , e quegli archi si possono mi- 
surare sópra luogo con esattezza (>er io più Sufliciente in questo 
.genere di ricerche. 

39. Le porte che possono occorrere nei muri di pianta el- 
littica non risultano disposte simmetricamente per rapporto a 
questi muri , se non quando la pianta 'della porta è dirim in 
due parti égua)i e simili da uno degli assi della pianta eflittica 
del muro , come si vede espresso nella figura 10. 

Or fatta questa ipotesi , potremo aver la misura del vano 
delle porle in quislione con un metodo affiilto simile al prece- 
dente. infatti , chiamando e .8. i semiassi dell’ellisse inter- 
na , cd ji', B' quelli dell’ ellisse esterna , abbiamo ' 
tiapezio rettilineo « AA'a'=(a-l.a')(&'— A) ..... (l) Fig.to. 

segmento ellittico o li A 8arc(scns^ — a A . . , . , (a) 

I 

segmenta ellittico a'B'A'=y'/’ fl'arc(sen^ ^)—o' A' . . . ( 3 ) , 

in c(>nsegiicnzn sarà la pianta 

al 5 AA'B'a'=(i)-K 3 )-( 3 ), 
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ed il vano della porta , che nasce dal moltiplicare la sua alles- 
sa e per la pianta , verrà espresso dopo le riduzioni da 

a* a 

[«y-a'6+-(^'J?'arc(sen=“)--i5arc(sen= --)3c ... (XVI) 

3o. Se i lati rettilinei della pianta sono fra loro paralleli ■, 
come in quella espressa dal n.° i, basta fare ac<f' nella for- 
mula ritrovata ; ed il vano di colai porta verrà espresso da 

[a(ó'-5)-f^'J5'arc(scn= -^,)-^5arc(sen = ^)]e . . . (XVI*), 

A A 

dove il binomio &'—£ è uguale alla retta A A', e quindi si deve 
tenere come una quantità data dalla pianta stessa della porta. 

Plon sarebbe gmn fatto dilBoìle il considerare anche nei ' 
muri di pianta ellittica le porte di pianta simile a quella espres- 
sa dal n.° 3 ; ma tali porte non essendo guari in uso nè anche 
nell’ architettura militare, penso di dovermene astenere , a fiine 
di non perdermi in calcoli perfettamente imitili. 

Le formole ritrovate dal n.° iq al precedente , ad eccezione 
dei n.‘ a3, 34 , 35 , sono relative al caso che il vano della porta 
o finestra sia terminato superiormente in un piano orizzontale. 

Ma le medesime non cessano per questo di esser utili allorché 
quej Inailo è terminalo a volta , solo che si uniscano ad esse le 
formole che esprimono il vano di cotal volta. In questo articolo 
non ho Voluto che introdurmi alla considerazione delle volte , 
trattindo solamente delle porte e delle finestre , per la misura 
dello^ quali potevano b.istarc le cose dichiarate nell' articolo pre- 
cedente ; ed è bene osservare che le formole (VII) e (Vili) tro- 
vano la loro applicazione nella misura stessa dei muri , da cui 
ogni altra suole aver principio. 
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OEUB TOLTI ClLiaORICHI , DETTI ALTniMEHTI jl BOTTE. 

3i. L’intradosso delle volte elio portano questo noiiic è 
una superfìcie cilindrica, l’orco o base della quale ACa, vWta-PJg. t / , 
xnalo ancLe sjiesso etntina della volta (*) , esiste sempre in un 
piano verticale , ed ha la corda o sottesa A a disposta orizzon- 
talmente. Il detto piano, e l’altro parallelo in cui giace la ba- 
se opposta della volta , sono le fronti o leste della medesima. 

La maggiore ordinata verticale OC dell’arco suol dirsene frec‘ 
eia o acato ; essa propriamente ne indica 1’ altezza , come la 
corda u’ esprime la larghezza od ampiezza. Infìue la parallela ai 
lati della superfìcie cilindrica, condotta pel punto medio della 
corda , c terminata ai piani di fronte della volta può dirsene 
V asse , e ne indica realmente la lunghezza. Su i delti lati sono 
orizzontali ed insieme aormali ai piani delle fronti , la volta è 
retta ; se sono orizzontali , ma inclinati a quei piani , la volta 
può dirsi obbliqua ; e se per ultimo sono inclinati all’ orizzon- 
te , ugualmente che le impostature lungo le quali, si cougiun- 
gono ai pie diritti , la volta può dirsi in pendio. Appartengono 
a questo ca.so le volte destinate a covrire le rampe di una scala, 

Qualqnque sia 1’ intradosso ACa delle volte cilindriche, 
la Statica delle fabbriche ed il buon gusto esigono 

I. che dappertutto e con legge di continuità aia concavo 
rispetto alla corda ; il che importa che quando vien formato 
di archi spettanti a curve diverse, vi sia fra essi raccordamen- 
to , cioè che nei punti dove si congiungono 1’ uno all* altro , 
non facciano angolo , ma abbiano una medesima tangente ; 

II. che resti diviso in due parti simili ed uguali dalla 
fteccia ; 


(') Cattma prepriamente è il oorac che in generale si dh a qad legno 
arcato, con che •’ armano e (otteagon le volte. 
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111. e finalmeni* che ie tangenti ai tuoi tèrmini A , a , 
cioè nelle iiiiposluture delljt volla , tiano verlicaìi. Non è raro 
però il vedere obbiiata quest' ultima coudi'^ione | |<er eQelto qua- 
si sempre d’ ignoranza e di callivo gusto ; 

3a. Inoltre la volta cilindrica si dice di giutto testo quando 
la freccia è precisamenlc metà della corda ; di sesto scemo o ri- 
bassalo quando n’ b minore , e di sesto rialzato quando n’ è 
maggiore. E le curve che più sovente si adoprano come intra- 
dosso delle volte a botte ( a cagione senza dubbio della facilità 
ed esattezza della loro descrizione in grande ) sono il cerchio , 
r ellisse , o una composizione di archi circolari descritti con di- 
versi centri , e raccordati fra loro. 

Nondimeno perù, qualunque sia la natura di queste curve, 
la misura delle volte cilindriche non è dte una semplice eppli- 
cazioiic dei due notissimi teoremi di geometria : 

» la superficie di un cilindro a b^se qualunque è Ugua- 
le al prodotto del lato nella periferia della sezione retta ^ cioè 
della sezione perpendicolare ai lati ; u 

» il volume o la solidità di un cilindro qualunque ugua- 
glia il prodotto dell' altezza nella base, u 
, 33. Io dunque andrò a fare qui appresso una tale applicazione 

jiercorrcndo sulle prime i casi più ovvi , c cominciando dalla 
volta cilindrica di base ellittica e di lati comunque obbliqui 
all’ orizzonte. 

Sieno a , l i c la seinicorda OA , l’asse o lato OB , ed 
il sesto o freccia OC deUa volta. Gii angoli acuti AOB, e 
cO)3 della corda e della freccia coll'asse dicaosi <e , e 7 ; e « 
dinoti sempre il rapporto della circonferenza al diametro , o , 
che vale lo stesso, la semicirconferenza del raggio i. Itifine ri? 
cordiamo che il simbolo aE'(«) a tenore di quanto si disse nel 
11 .“ i5 dùrola il scmipcriinclro dell’ ellisse avente 1’ unità per 
semiasse maggiore, cd 1 jier eccentricità ; ed il simMo P(‘> 9 ) 
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es|>rime 1’ arco di uinpiezsa 9 , relativo alla medesima ellisse. 
Quando i semiassi dell'ellisse si suppongono uguali fra loro l’ec- 
ceotriciU '« divieti nulla > e 1' ellisse cangiandosi in cerchio , i 
simboli 3 C(o), £(0,9) verranno suppliti dalle formule v, e 



che dinotano in parti del raggio i la semicirconferenza 


e l’arco di ^ gradi. 

Ciò posto per misurare la superficie del cilindro, essendo- 
vi bisogno di conoscerne la sezione reità , supporrò che O'A' 
ed O'C sieoo due perpendicolari ad OB , una condotta nel 
piano AOB, e l’altra nei piano CO fi. Per tal modo il piano 
À'O'C sarà perpendicolare ai lati del cilindro , e la sezione 
retta che esso produce nella superficie , essendo projezione or- 
tu^onale dell’ellisse ACa su quel piano ,sarà parimenti un’ el- 
lisse. Difutti supponendo che le parallele ad Oli per gli estre- 
mi di qualunque ordinata PM della scmiellisse A Ca incontrino 
il piano A'O'C’ in P' od M', e che sia unita la P'M', questa 
sarà projezione retta di PM sul piano A'O'C', ed O'P'proje- 
jezione retta di OJP nel piano AOfi di amendue queste rette. 
Ma è noto , che una retta è alla sua projezione ortogonale so- 
pra un piano, o sopra un'altra retta, come l'unità al coseno 
dell’ angolo d’ inclinazione col piano , o colla retta di projezio- 
ne ; dunque avremo’ 

a 

0'P'=OPXcos(OP, O'P'), P'M'=PMXcos(PM,P'M'),(’> 


c perciò, avendo chiamati a e y i complementi ili questi ango- 
li , cioè i due BOA e BOc , se dinotiamo con x e z le OP 
e PM, e con *' c *' le O'P' e P'M', avremo 



(•) I simboli cos(OP , O'P ) , cos(PM , P'M') etprimoao , atta maniera 
del tig. Franuis , i coseni degli angoli che le Rite Molate dentro le pareti- 
ttsi comprenderebbero , se fossero prolungate sino ad iacontrani. 
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x'=xsena , s'sxseny , • (A), 

e (|uiiidi 

x=x'cosec» , t = »'cosecy. 

Mu i>vi' 1' ellisse ACa abbiamo 

a*** + c’**=:a*o *, 

duiKjue la sezione AT/o' verrà espressa dall’ equazione 
a*cosec*y.*'*-j-c*cosec*«.a:'*= a’e*, 
e per questo sarà ancora un'ellisse. Se non che OA ed OC 
sono i semiassi della base ACa > laddove O'A', O'C'non sono 
che semidiametri conjugati della sezione retta , uniti fra loro 
sotto l'angolo A'O'C', inclinazione dei piani AOB, COB. Re- 
sta dunque che si trovino l’ espressioni analitiche di O'A'J O'C', 
e deli’ angolo A'O'C'. 

Per le due prime essendo le rette O'A', ed O'C' pròje- 
zioni rettangolari delle altre OA ed OC, le avremo subito dall' 
equazioni (A) sostituendo a per x , e c per e ; c saranno 
0'A';=zJson« , 0'C'=csen>'. 

Per aver poi 1’ angolo A'O'C', immagino descritta una sfe- 
ra col centro O c col raggio i. *1 piani dqgli angoli AOB , 
BOc , cOA vi produrranno un triangolo sferico, i di cui lati 
sono per noi espressi da òi,e y e go“. Quindi l'angolo A'O'C', 
conscguente di quello opposto al lato di 90", sarà dato per la 
foruiola j 

cos.A'0'C'=cot«coty. * (’) 

Adunque i semidiametri conjugati O'A', O'C' e 1’ abgolo 
compreso A'O'C' sono già espressi- con semplicità ed eleganza 
})er le formolo ' . < 

O'A'sasenrf ,0'C'=cseny, cos A'0'C'=cot<tcoty=^^^X — 

sena seiiy 


(■) Difatli ponendo nell' equacionc fondamentale della trigonome- 

Itia sferica cos^-cof,cos?+scD/ 3 senrc 04 B , si ha cosB= ~ cot«colT { ed è chia- 
ro rhe cosA'0'C'=-cosB. 
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4 

ora solaBiente cbe i valori di questi seui,e coseni «i ri- 
cavino dalle misure che più facilmente possono prendersi sopra 
luogo , e che mi sembrano essere le distanae oriizontale , e la 
distanza verticale delle corde a A , ff, delle due fronti. Per 
rappresentarle nella figura.^; suppongo menato per B un piano 
perpendicolare ^ll»-freccia ^ e cbe la incontri prolungala in c. 
Per questa pillilo iuloudo cbe sia condotta la e E perpendicolare 
al piano AOc ,e ]>er B la BE paraticla ad OA lino od incou- 
tra;^ in £ la cE.-'Per elfiHlo di questa costruzione'^ unmdo le 
rette OE , cB, T Iriai^^oli OBE , OBc saranno rettangoli in E 
e o, e le dette diitanzc Kerraaoo indicate dalle cE, cO. Quin- 
di clnamandole 'tispetlÌTamentc A' e b'\ avrò subito *'' 

' ‘ ‘ ^ O E 

*>. seaasseiiAOBssenOB£s~-i7 = , — , 

. .. Od 0 


. seny=sencOB=^=-L__L; 


iP onde ricavando i valori di cose e cos^,e chiamando fi l’an- 
golo A'O'C', 1’ equazione 

cosa COS7 , , ' . . bb' 

cosfizz X — “ara facilmente sea/S^ 

sena scny ' v'(A*— A *)(6 *-}-6 *) 

34 . Noti i semidiametri conjugati O'A', O'C' della sezione 

retta con l’angolo da < essi compreso, bisogna ora trovarne i 

semiassi maggiore e minóre , ed il' rapporto ’ dell’ eccentricità 

al semiasse maggiore : grandezze cbe cbiamo rispettivamente' 

..df , C ed • . A tal fine ricorro ai due teoremi notissimi : ■ 

w'Ia somma dei quadrati degli assi pareggia quella dei qua. 

drati di due qualunque diametri conjugati m 

*~u ‘il ‘'rettangolo degli assi equivale 'al prallelograiumo di 

due diametri conjugati qualunque. « 

La traduzione di essi in linguaggio analitico, dà nel caso no- 
stro -l’ equazioni , 

, C*=a*sen*a-|;c*scu *7 , ..if C=acsen «seotSsen^ ; 

t*ra unendo e togliendo successivamente 'il doppio della seconda 
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ilalltt prima , e in leguito ertraeudo le radici quadrale dai rU 
kulUti , si oUiene 

A\C^M , A-Cztìf , * (H) 

dove per brevità 

Af = %/( a*sen*« •^■iac sen a sen /! sen sen*^) 

iV= »/( o*&eD*« —aac sei! « sen iSseii y+e* seD*y) 
dunque sommando di bel nuovo e sottraendo 
1' cqiiaaioni (H) , si avrà 

3 3 Jt'A- 

- ■ ■ — - -■■ — " ' ' *■ t * 

(*) Se si volesse produrre una sexiooe circotare in an cilindro obbliqno 
ed a base ellillica, si comiocerebbe dal passare , come qui sopra , dagli assi di 
c|uesta base a quei dianwud conjugali della setione retta , che giacciono nei 
due piani menati per I' asse del cilindra e ciascuno degli assi della base ; e 
ciò in virtù dei rapporti fra gli uni e gli altri , che emanano direttamente 
dalla reciproca posùiooe della base e della sezione retta. Indi si passerebbe 
dai detti diametri conjugati agli asai della sezione retta r o iiumericamenlc 
per le formole recate di sopra , o graficamente come ò detto qei trattati di 
sezioni coniche ; e dopo ciò trovandosi il cilindro riferito alla ina sezione 
retta , % facile quanto mai il prodorre in esso la‘ desiderata sezione circolare. 
i7^./3.Diiatti siano OA , OC i semiassi della sezione retta « e sia OB 1' asse de| ci- 
lindro. I piani AOl) , COB saranno perpendicolaii fra loro , c ciascuno di- 
viderà il cilindro in due parli perfettamente uguali. Quindi ogni altro piano 
perpendicolare ad uno di essi produrrò nel cilindro una ellisse , gli aAi della 
qnaJa saranno nelle intersezioni del piano secante coi due AOB e COB. Se 
dunque AO dinoti il semiasse maggiore della base , e per esso fingasi menalo 
il piano AOP , che incontri in P il lato del cilindro che passa per C , l' el- 
lisse prodotta da colai plano avrò per semiassi QA ed OP , e basterò pren- 
dere per questa OP una retta uguale ad OA , perchè la sezione AOP sia un 
cerchio. 

Questo problema è dunque /acile e piano di sua ualnra. /I rliametre di t 
cerchio non è . diverso ' dalV asse maggiore della sezione Fella ; it stia piano 
poi vuoi essere perpendicolare a quello che passa per C asse del' cilindro e- 
per t asse minore di tal setione , e deési inclinare al piano di questa sotto 
[ angolo che ha per coseno' il rapporto del di lei asse, minore al maggiore^ 


I . . , .... (K) 

una daH' altra 
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Dopo dò non resta che a moltiplicare il semiperimentro 
della sexione retta pel lato o lunghessa b della volta , aiGn di 
averne la superiide. 

, Se dunque conveniamo di indicare d' ora innanzi con S 
la superficie , qualunque essa sia , che trattasi di misurare , 
avremo per I 9 volta cilindrica obbliqua ed in pendìo , a baee 
ellittica t di corda aa , di eesto c ^ di lato h , e di dietanee 
orittontale e verticale fra le corde di fronte b* e b" 
S=a^5E’(i) . . . (XVU). . 

35. L' equazioni ( K ) che servono a determinare i valori 
di M ed iV, colla sostituzione dei valori trovati nel n.° 33 per 
sene , senfi e seay prendono la forma 

=|V[<A5'*+5''*)+3o5c.5'+c» ( , 

a 

N = ^«»(y*+5"*3-3aòe.y ; 

: ^ 

or giova osservare che questa può convenire al calcolo quan* 
do i numeri a, 5 , e , b\ V non abbiano piò di due , o 
al piò tre cifre ; ma negli altri casi , penso che debba prefe- 
rirsi la prima , che si presta piò Aicilmente all' applicazione dei 
logaritmi. Dilatli scrivendo l’ espressioni soggette a> radicali co- 
me qui appresso 

(osena-f-cseu^)*— aaosen«sen9'(i>-sen/3) , 

(a seu « -f c sen^)*— a ac sen « sen y ( 1 4 ^en 4) 
ed osservando che 

i-sen4=aseii*(4ò“— - ) » i+sen4=asen*( 45*.+— ) 1 (*) 

a a 

ne avverrò , che introducendo le quantità ausiliarie d , sein <1 , c 
senv, tali che 


(*) Lacroix , Irigenometria , o.* 29. 
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..I ». .» fi • 

d *=4 « c > sen*« = sen « *en y seiiV45“ — ) , 

a 

Mu*t'=8ea<tscn7'sea*(4^°-f — ), 

1 a I - 

avremo da priacipio , e per determÌBare ie qiianlità 8nsiiianc 
dseua, dsen*> 

lug.d$eiM(=iog 3-|- J (loga-f logc-f log scn»+iogseny)-{-logsen(45®— — ) 

' & 
log.dsent^log a 4- ì senc^-lf'g 4^°+~) 

ed in seguito’, per essersi posto JU ed N sotto le forme 
iW=^[(aseu«4-cSen7)’-d*seu*tf2 , A=v/[(aseu<»4-cseny)*— d'senV^ 
sarà 

log Jtf= ì [log(aser«-)-cseii> 4-dsen«)-f-log(<iseo<«-f-«ten y—dSsen«)3 
log N= ì Llog(aseD«4-cseny4-dseni')-f-log(ascn«-}-cseny— dsenv)]. 
Trovati i numeri corrispendeuti a questi logaritmi, di ^ ed N, 
avremo i semiassi ^ , C per le due prime equazioni (L) , e 
'ritornando ancora ai lugarìlmi , sarà per la terza 
log»=i(Iog.«4.1ogiV)-log-rf. - 
Quanto ai logaritmi di seu a , sen/S, 50117, ' primi 

a doversi calcolare , è chiaro dai valori di questi seni, che 

logsen«=Jlog(li'*4-i"*)-log^ (') » 
logsenK=i[log(6+^'')-flog(t-A'')lrtog5 . ' 

logsen4=log6-Hog6'-|(log(6+6")+log(A-A")4log(5'*+6'^), 
CoU’ uso di queste formolu , servendosi delle piccole tavole di 
Lalande a cinque decimali , e dispensandosi ancora di £irvi le 
interpolazioni ( che però non bisogna omettere nel ritrovare 
£'(<) mediante la tavola £' annessa n questa Memoria) il eal- 


(*) Il calcolo del log (^**4*^'**) tarli un poco più facile ìmroducendo ra<K 
siliaria <f,iale che sia Allora tara log£/=^logi 4 . 

e trovato il Damerò tl , si avra 


log Ci^*4.^’-)=Iog V' + d)+ log(^ + ). 
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colo sarà facile, e si potrà contare sull* esaltezra del risultato 
almeno fino alia sua quarta cifra : ciò ebe in fatto di volteme- 
tria si reputa sufiicicnte. v 

36. Il caso che abbiamo discusso , il più varialo della 
volta cilìndrica è in pratica mollo raro a verificarsi ; nè di- 
venta più comune per sostituire che si faccia un semìcercliio 
alla semiellisse. Allora però, essendo n=c, le formolo prece- 
denti si rendono più semplici , per modo die nella volta cè- 
lindrica obbliqua e in pendio , a baee circolare , di corda aa , 
di lato h e di ditlanta ira i muri di fronte b' , sarà 

S=aoAE’(.) . . . (XyU'), dove , 


37 . Il caso ordinario delle volle cilindriche in pendìo è 
quando 1' asse inclinasi ai piani di fronte , giacen do per altro 
perpendicolare alla corda. Quindi facendo « = qo° nelle formoTe 
del n." 34 avremo per la volta cilindrica, in pendio ed a base 
ellittica , di corda 3 a , </< sesto c , di lato perpendicolare alla 
corda h, e di dUtanza verticale ira le corde di Jronte b" 

S = aaAE'(i) . . . (Xvill) , 


v^(a*— «*sen*j') 


e sen y — 




38. In queMe furmole supponendo osc , P ellisse base del- 
la volta sì caiigerà in Cerchio , . ed avremo per la volta etlin- 
dricn'in pendio ed a base circolare, di corda a a , di atee b, 
e di distanza verticale fra lo corde di fronte b" 

■ • ! V’ 

S=3aò£'(>) . . . (XVlll') , dove •=- 7 -. 

b ' 


' 39 . Per considerare adesso le volle cilindriche di assi o Ia- 
ti orizzontali , ritorno alle formole generali deln.*34,c facendo 
solo yerjo® ho siibilo nelia volta_ cilindrica obbliqua a base 
ellittica , di corda sa , di setto c , di asse orizzontale h, e di 
distanza fra 4 muri di fronte b', nel caso dt ab'^bc 


Digitized by Google 



(38 ) 


S=aaiE'( 0 . . • (XIX), dove ; 

HO 

e nel caso di ol/^ 6 c 

S=a*cE*(.). . . . (XIX'), dove . 

OC 

40. E di nuovo supponendo in queste ibrmole a=e, ot- 
tengo p«r la voUa cilindrica di gùuto scalo cd orittonlalc , 
di corda a a , di asse h, c di dUlanta fra i muri di fronte b* 

S = aobE'(t). . . . (XIX"), dove \ 

ò 

4 1. Finalmente suppongo esser 1 ’ asse o i lati della volta 
non solo orìzsontali , ma perpendicolari ai piani di fronte ; e 
ponendo nelle formole del caso precedente « = 90*, ritrovo per 
la volta cilindrica retta ^ avente per base una aemieUisae di 
asti maggiore e minora a a « a c , e per lato b 

S3aoéE*(t) . . . (XX), dove 1= ^^**^~*^*^ ; 

e per la volta cilindrica retta , avente per base un semicer- 
chio di raggio a , e per lato b 

S = vab . . . (XX'). 

Avrei potuto dispensarmi dal fare un' analisi tanto minuta dei 
vari casi cLe possono presentare le volte cilindriche a base 
circolare o ellittica , essendo tulli contenuti nel primo di essi 
che riunisce le varietà degli a(tri. Ma ho voluto accomodarmi , 
per quanto è da me , anche ai lettori meno esperti nel maneg- 
gio dell’analisi algebrica. 

43. Dalla misura della superficie passando a quella del vo- 
lume , distinguo tre casi. _ ' 

i.° Nel primo suppongo che la sezione dell' estradosso , pa- 
rallela ad una delle fronti , sia indicata da HKLD/àA. Tale 
suol essere la sua forma , quando la volta, non è destinata a 
sorreggere altra fabbrica sovrapposta. 11 segmento L Di che po- 
trebbe essere ellittico, suole per semplicità appartecere ad un 
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cerctiiò di raggio contenevohnciite grande , e le parti dritte 
UKL , hil chiaoiaiisi rit^anehi (’) della Tolta. Più questa è 
de|>ressa , e meglio i rinSanciii , i quali voglion essere a misura 
più afli , sono indicati ad assicurarne la stabilità. 

Dinotiamo con o' e e' la spessezza AH e 1’ altezza HK dei 
rin&anchi , e con r'i a', t' il raggio, la semi corda , e l’altez- 
za del segmento LD/. Il rettangolo AK Terrà espresso da 
a(a-|-a')c', ed il segmento LD/ dalla formola (11) del n.° 5; 
quindi moltiplicando la loro somma j>cr la distanza b' dei muri 
di fronte , si arrà nel prodotto 

[z(a-j.a')cV'•'*a^c(sen=-^)-/(^'-t')]Z,^ .'. (G) 

lo spazio racdiiuso fra il piano dell’ impostatura « tutta la su- 
perficie dell’ estradosso. 

Ma essendo i-rac la espressione della semiellisse AGoA , 
quella del yano interno della Tolta è Itab'c. Dunque sottraen- 
do quest’ ultima espessione da quel prodotto , e dinotando, da 
qui in .-poi con V il Tolume , qualunque esso sia , che bisogne- 
rà misurare , aTremo (**) 

V=[a(d-f-«')c V*arc(sen=-^;-)-r'(r’_t'1-Jlàc]i' . . . (XXI). 
,• . 1 ,, r a 

1 >. a.” Quaqdo mancano i rinfiaiichi , la sezione dell'estrados- 
so puù supporsi rafiigurata dall’ arco HD A (”'*) onde facendo 
c'so 4 >qiU Tonuola precedente si ha f, 

V=[r'*arc(sen=^)-a'(r'-t'>-làc]ò' . . . (XXI') 

ln_ questo caso, se la Tolta è di giusto sesto , o pure di sesto 
depresso , non disdice nè alle regole dell’ equilibrio nè al buon 


(‘) I nmiri arcliitelli' le chiamano incoteiaiure della volta. 

'(**) Si noti che nel misurare la solidità delle volle, faremo sempre uso 
di un metodo analogo al presente. 

('*') VoigarmeiUe fra noi la voht oiliadrioa ooal estradotaau dioesi coma. 
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gitfto , che 1’ arco circolare eMurao sia iWMf!!* 

micerchio , u uoa scmieliisiie Minijle e quel^ j^’>WtfnMÌ4|M>OtI Xài 
]NV-lla seconda ipotesi , che racchiude iai|dicitafiutiite I 4 ;pck 
ma , chiamando e C \ semiassi dell' ellisse esleciore e su. 
sliluendn nella gran parentesi della rrumola prucedeote l'eipres- 
siuiie di delta seniiellisse a <|uella del se^ineiiUi , circolare. , ht 
solidità della volta cilindrica d' intradosso ed estradosso seiniel. 
litlico , risulta indicata da . c 


— (^C-ac)** (XXH). ■ ' 

a • • ■ ■ I iM .0 

Questa formula poi si accomoda alla prima ijiotcsi facendo- 
vi A=C=r\ ed o=c = r : dove r' ed r serveno a' dinotare i 
raggi del cerchio esterno e dell’ interno. E'esosì il vulume della 
volta cilindrica di estradosso ed iuU'adosso semicircolare , trovasi 
rappresentato da * 


-l(r'*-r*)ó' .... (XXII'). 




.e. .01 O'U 


espressione più facile ancora a calcolarsi della precedente col 
sussidio dei logaritmi. ' 

3.° Quando fìiidlroeiilc il di sopra della volta è pi^no^C co- 
me avviene se essa dee , per esempio , servir di sostegno al 
pavimento di una stanza , di un ponte , ec. ) , la sezione del 
suo estradosso manca del. segmento LD/, quasi fosse «’zio!, e 
]>u6 supporsi rappresentata dal rettangolo Hif. Allora dunque, 
rilcnendo la c' per indicarne l'altezza HK', la Carinola .genera- 
le (XXI) si ridurrà all' una od all' altra delle due 


[^a(a-po')c’ — .(XXIII) , [a(r+a’)c' — ^r*]A’... (XX!!!'). 

secondo che 1’ arco dell’ intradosso voglia supporsi una scmiel- 
lisse di assi a a e a c , 0 pure un semicerchio di r.vggio r. 

43 . Si è dello nel u.° 3G che il caso della volta .cilindrica 
obhlii|ua ed in pendio è iu pratica molto raro a veriiicarsi. Ma 
più raro ancora di esso , e contro le regole non meno del gusto 
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che dell* equiiibrio» sarebbe il caso in cui 1» volta avetae per 
base un segmento di ellisse, come mCM , ninoré'delia metà. 

Questa specie di volta è di quelle 'che potrebbero chiamarsi >‘«- 
eompleU y per distinguerle dalie altre son del genere di 
quelle , a cui suoi anche darsi il nome mneairea li di 

loro uso. è molto limitato in buona architettura, ma non per ' '■ > 
quedf^ m dovea mancare di misurarle , comunque ciòi avesse 
deviato arrecarmi , alcun. j)oco di fastidio ; potendosi da' più di 
esse combùste insieme, fermare > deUe volte complete , come si 
vedrà fra poco, j ' „ ' ; > i .1 • • • . 

La misura della superficie^ della volta ciliudrica ubblique^ 
ed incompleta , avenlà,. per base il segmento ellittico MGni, 
dipende dal valore dell’altro arco ellìttico M'C'm' che n’ è 
la sezione retta , e deve calcolarsi merce la tavola geuc- 
rale, del valori dì £, sjùrgata nei n.< i5 e i6. Le ampiezze 
degli arebi terminati ai punti m' ed M', e dui quali dipeade 
1’ arco M'G'm% essendo un preliminare necessario al detto caU. 
colo, è d'uopo mostrare come si possano conoscere. K tal fine , 
ponendo da parte nelle fig. i3 e i4 la sezione retta a'C'A', e rap-^^,/, 3 . 
portando la posizione degli assi ai semidiamélri' individuali O'A', e >4‘- 
O'G' uniti sotto angolo acuto', ritrovo da priucipin l’angolo che 
il semiasse maggiore w/, 'giacente nello spazio angolare G'O'A', 
comprenda con O'A', c che chiamo «. In ordine a ciò sapen- 
dosi (*) che un semidiametro 'quahiuque A di una ellisse avente 
per semiassi ji e C , forma col semiasse ^ uu angolo che ha 


C.//yr-R*\ ' - 

per seno e,pcr Coseno - y sara 

w* nel Culo iiostro ■ * ’ 

C , //y#*— <i*sen*i \ ,• , //n*sen*y— C*\ 


(') Lacron , trigamomctria ^ k.' i^e. 
(> 
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il MM 9Ì M OMMO deU' aagolo acuCo • , cIm il «emÙMe 
fonaa eom (/A.'. Or tal «emiana naggiore O'A", od il minore 
0*0", dm gtace , coom O'C', dalla parte di sopra dd diametro 
a'A', là rapportino, aasi nuovi , ai due O'A', O'G' consi- 
derati (filali assi primlllivi. Inoltre si cliiamino a e I la semi- 
fi. cord» € la freccia del dato archivolto MCot ( Bgiira ii ), ri- 
tenendo i simboli a, e per dinotare i semiassi orizsontale e 
verticale dell'ellisse , di cui fe parte. Saranno a, c~t le coor- 
dinale del punto II ; e —a, e—t quelle del punto m; e l’equa- 
zioni (A) del n.° 33 ci daranno da principio per coordinate dei 
corrispondenti punti M', m' della sezione retta' 

0'P'=a.sen«, P'M'=(c— <)seny ; 0'/>'=-^.sena , p'/n'={<r-<)sen 5 '. 
In seguito le note formale per la trasformazione delle coordi- 
nate da assi rettangolari ad obbliqui , ci daranno per coordinate 
del punto M' riferito agli assi della sezione 
*.sen*cos»+(e-t)senycos(/8— •), -^.senasen«+(c-<)seB 7 'aea(d-«); 
e per coordinate del punto m' riferito ai medesimi assi, 

— a.sen«cos«»-f(c— Os*®>cos(A-«), s.senaseu«4-(c— <)sen>«en(dM»). 

44- i valori delle ascisse dei pnnti m', M', c ri- 

conosciuto solamente se quelli delle Ordiuate abbiano segui si- 
' inili o dissimili tra loro si dividano i primi per jÌ , fatta 
astrazione dai loro segni : avremo nelle frazioni risultanti ‘i se- 
ni ( n.“ i4 ) delle ampiezze ip , ♦, minore c niaggtore , e 
quindi , per la tavola dei valori di E , gli ardii ellittici cor- 
rispondenti. 1 segni poi delle coordinate , e il sapere d'altron- 
de , come nel caso nostro , die 1’ arco da valutarsi e minore 
del semiperimetro ellittico, ci faraii conoscere agevuliuenle come 
esso arco dipenda da E(«, ?i), E(«, 4>) cd E'(i). Difatti i 
casi che a. questo riguardo possono aver luogo, e che io vado a 
discutere sulle figure i3 e i4 , sono quattro : 

Fig ^ ^ quancla vr è simìglìanza fra i segni di luti» quattro 

e t4. le coordinate , come avviene per esempio deli' arco f'L* ; ed 
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^ora eridcBla die questo arop den espresso, dalla ^ forinola 

: . . E(*. *)-£(*. <p)i . 

a.f quando vi i «ùnigHaata ir(t i segai delle aseisse . , e 
diseitOigUaasa fio quelli delle ordinate , come succede per 
esemplò nelT arco n'N'. Allora l’arco A"N'=E'— E(i, ♦), eFig. 14 . 
r arco A'V=s£'— £(«, 9 ); ond’ è che l'arco richiesto sarà 
aE'(i);-E(. , 4 >)_E(i,,9) , 

3.” quando vi i dissimigUanza tanto fra i segni delle 
ascisse che fra quelli delle ordinate, come per esempio acca- 
de rispetto all’ arco m'M'. Allora l’arco A”M'=E'— E(», 4>) , 
l’arco C"m'=E(f,e>) ; ma l’arco m'C'M'=/n'C"-fC'' A''+A"M', e t 4 - 
dunque 1’ espressione analitica dell’ arco sarà 

aE'(.)-E(., 4>HE(., (p); 

4-*’ finalmente quando vi i dissimigliaata Ira i segni del- 
le ascisse , e simiglianta tra quelli delle ordinate , come si 
verifica trattandosi per esempio dell’ arco n'N Allora è mani-F<^./J. 
festo che 1' arco devesi esprimere colla formola 

(*) 

Per conclusione di quanto si à detto in questo numero e 
nel precedente abbiamo , che nella volta cUindrica incomple- 
ta , di lato b , di distante orittonlale e verticale fra le cor- 
de di fronte , fa' « b" ; « As cui base , avente per corda ss -e 
per freccia t , è parte di una semieiUeee che ha per semiassi 
eristontale e verticale a * c ; la superficie delt intradosso i 
data per urta delle 'quattro formale 


S=^Ò1E(., *)-E(., r)], 

S=^6[aE'(0-E(., ♦)-£(., 9)}, 
S = //ò[aE*(.) -E (.,♦)-!.£(•, 9)1. 
S = ^b[E{.„*) + E(.^,9)], 


. , . (XXIV) , 



(') Il 1 .* rd.il 4-* notudow a vieeiKlB,, nMtcMd* M a.* qaaad* 
O'V^O'cf, ó vero aira«^cM» 7 ;« manerado U 4-* 


cioè a»eu«^cMii 
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dorè ^,ed i , del peri che C e gli angoli acuti fl\ y da 
cui dipendono , hanno i ralori notati nei n.> 33 e 34 ; ^ e p 
sono gli angoli acati orenti per seni rispettiri le fraaioni ' ^ 
a.seM«coso4{c— cos(^-») — a.sen*cos»+'c— flsenycflef^— •) 

considerate indipendentemente dai loro segni , ed in fine l’an- 
golo acuto • è determinato per l'equazione 

a’scn*«) 

asenaN/(^*-C*) 

Quale poi delle quattro forinole convenga osare, si. rileverà dal- 
le due relazioni 

a.sen«cos«^( 0—1)5607005(^—1*) 

^ f. 8 en«sen«»^(c — l)sen7Cos(^— •) 1 

se i segni rispettivi di queste sono ■< e < , vaio la prima for- 
inola ; se sono < e > , • serve la seconda ; se sono > e > , de- 
ve impiegarsi la terza ; e se per ultimo fossero ^ e ^ , dovreb- 
be farsi uso della quatta (*). 

45. Se si supponga a = c, il segmento, base della volta 
incompleta , di ellittico diverrà circolare e di raggio a. Allora 


(’) U metodo die «i ì ivilup|>alo per la misura della superficie della 
«olla oiiindrica a base ellittica o cireolare , completa o iocompleta', h <juetlo 
die bisogna praticare (piando si aspira ad una graude esaUeiaa. Ma volan- 
dosi arromodarc ad un' approssimazione mediocre , e fingendo che. si possa 
operare sopra luogo , potrà sostituirsi un inetodoi pratico a quelio da tavolino. 
Difaui'iiii ojieralorc'.nicdiocreuit'iiic Cacrcitalo , può fiictliueule marcare sulla 
sii|>erficie stessa della volta mia curva perpendicolare ai suoi lati dal primo. 
air ultimo , e in seguito farvi córrere e rotare al di sopra un fuso cilindrico 
lumcup^zuiuiJiisii:. avvolta una corda ,^0 meglio un .nastro flessibile ed inea- 
laisi^lc.' pea quel UaUo di esso ,cUe per tal modo sì svolge dall’ inioitio del 
l'uso , slarK ctMi.ZsaUissra ^sufliciauUt 1' vco della saasoneuretUc, «lic dtevesi aaot- 
.liplicare pel lato della volta afliue di pUenetne la superflcie,- . . , . 
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r espressioni di ed AT is a , 6',' * > V* dieengouo seni' 
piiccneule 

' i' b' 

. ^ A' • 

quindi ^3 a» C=a— , • = , ■■ — » 

' 0 b . 

M ^ » OAS M - - ■ ■ ^ — • 

luoltra dovendo essere n — r ed « coordinate di un punto deif 
arco , deve aver luogo 1’ equazione 

s»4.<* 


**3aar — <• donde a=- 

3 r 

Ora con queste espressioni di a , sen«, (^osv^ e con quelle giù 
note (33) di sena, sen4, sen^, i seni delle ampiezze i e ^ 
risultano espressi nei dati s , t , b , b', b" dallo frazioni 
aat b" a*-t*y(6*-6'*-i"*) 

3SI b" 


b" ^ 6' *_*"«) 


j'+r* v^(6*. 

e le relazioni alle quali bisogna rivolgersi per conoscere quafe 
delle quattro formolc convenga usare , divengono 
a al . b” \st b" 

s»-<*y(/^-ó'*)^ ^[b^-b"*) ' v'CA’-A'*) 

''4^- ..Suppongltiamo ora clic la volta cilindrica incomjdela 
sia retta e circolare. Basterà allora la tavola dei seni per po> 
terne misurare la superficie -con esattezza pari alla sua. Difatli 
iu questo caso è 1’ ar.co stesso circolare ebe deyesi moltiplicare 
per la lougltczza della volta , alfine di misurar la~ superficie. 
Ma 'ritenendo Ic.dennmin.izìoni del n.** 4^, quell’arco vico e- 

spresso da ararcrscn = -~) ; dùnque la superficie della nonu- 

. •• I . i -- . V . 
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n»U volu utk indictU tenpliccnieate da 

oArarc(sen = -lj. . . . (XXV), = 

47- Dopo «ver trattato della superficie, converrebbe che mi 
occupassi del volume delle volte ciliudriclie iucomplele , a base 
ellittica o circolare •, ma a questo riguardo posso dispensarmi 
da ogni altra ricerca dopo cip che si è detto nel n.® 4a. Difatti 
la determinazione di quel volume dipende dalla misura di due 
spazi , uno contenuto dal piano dell’ iaiposlalura , d-i quelli 
delle fronti , e dall’ estradosso continuo o discontinuo della vol- 
U ; e 1’ altro , che è lo spazio o vano interno della medesima 
volta. Ora il primo di tali spazi può dedursi nei diversi casi 
dalla forinola (G) del ciuto n.° 4a ; ed il secondo nasce dal 
moltiplicare il segmento ellittico o circolare,. che serve di base 
al vano cilindrico della vùlu , per la distanza fra i muri di fronte. 

48. Prima di dar lerniinc a ciò che concerne la volta cir 
bndrica incompleta di base ellittica o circolare , è da riflettere 
che nella loro misura noi abbiamo tacitamente supposto , che il 
raggio del cerchio e gli assi dell'ellisse fossero dati, come suol 
diisi , a priori. Ora essendo possibile il contrario , è bene che 
si dica brevemente del modo pome poterli ottenere. 

Kcll ipotesi del segmento circolare la conoscenza della cor- 
da e del se.sto è sulBcionle all’ uopo ; e difatti nel n.° 44 ab- 
biamo espresso a in funzione di .r c /. Ma nell’ ipotesi del seg- 
mento ellittico, ^ler avere a e c bisogna unire altri dati alla 
coiiotcenza della corda e del sesto. I piu sentplict mi sembrano 
K^.//,esscie 1’ altezza NR di qualche altro punto N dell’ arco , e la 
• sua distanza orizzontale RO dalla freccia. Queste rette si pos- 
sono agevolmente misurare sopra luogo facendo uso di un filo 
a pioinho, ed osservando il punto in cui esso colpisce la pianta 
della corda. Togliendo l’ altezza' del punto K da quella del 
punto C si ottiene laGS. Siano ora a’ e <’ le due rette NS e 
CS , e nell’equazione dell’ ellisse a*x*-fcV=aV* sostituendo 
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p«r « e r om volta le «ooMlinate a e e—$ del ponto M >' ed 
uin' altra volta le coordinate s" e e—l'^ dei punto N , avremo' fa- 
ciimcnlc 

p(.'wrr» y[iT(7r7j/ 

DBLLB VOLTE ClLIMDRICHB iVBRTI PER BASE DNA' CLAVA 
COMPOSTA DA ARCHI DI CBRCHl DIFFERENTI. 

. 49* Quando le circostanze locali di una fabbrica non per* 

mettono che una volta cilindrica sin di giusto sesto , è costume 
aoslituiré all’ ellisse che dorrebbe esserne la base una compo- 
sizione di archi circoliipi che la somigli, e perchè questi sÀiios- 
sono descrivere con maggiore esattezza , e più ancora perchè , 
se la volta debba e.sser retta e costruita in pietre di taglio , la 
manilattura dei cunei riesce più facile. 

La maniera di porre insieme i diversi archi , quando son 
date la corda e la freccia dell’ intera curva , dipende , per quel 
che ha di determinato , dalle condiziona generali espresse nel 
numero 3i. ' 

Per la prima di queste condizioni il numero degli archi 
debb’ esser dispari-;' il centro di 'qnello che dee passare per la 
cima C deve stare stilla CO, prolungata s' è' d’uopo; c quelliP’/^./5. 
degli altri archi , devono essere a due a due , equidistanti dal- 
la CO , e posti in rette parallele alla corda. ' 

Per la seconda condizione gli archi si devono raccordare -z 
il che importa che non facciano angolo nei punti dove si con- 
giungono uno alt' altro , ma abbiano una stessa tangente. 

£ finalmente per I.t terza condizione i centri degli ardii , i 
quali si appoggiano in A ed a ai piè diritti, devono' ritrovarsi 
nella corda; Ora , non ostante le riferife condizioni , il problema 
si conserva indeterminato , per modo che la corda e la freccia 
limaneDdo le stesse , la curva può variare all’ in Unito. Per os- 
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«errarlo in uà caco particolare , ette nel teoapo ataMO è il piò 
aenipiice ed usiUlo , iogianao ciac U corra « debba Cannare di 
tre ardii , o cV « lo (teaao , deacrirere con tre centri. > Per le 
cose iinziiletle uno di r|netti centri , che dinoto eoa G , dorrà 
giacere suUa GO , e gli altri due F ed / ai dorranno trovare 
sulla corda A a , a distanae eguali dal punto medio 0 ; ma i 
due arcld,u(io di centro F e raggio F4« e l'altro di centro G 
e raggio GC< derono incontrare la congiungenle de’ centri G , 
F in un medesimo punto , aflincliù quivi si cnngiiingaan e rac* 
cordino tra loro: dunque dovrà essere GC— FA = GF, e quin- 
di su |)|iosto CU=4F,sarà ancora GF = GH ; d'onde naice U 
segi’ciit? metodo di costruire la curva a tre centri : 

u prèso ad arbitrio il punto 11 sulla freccia 0 G , si tagli 
» AF uguale a GH,e congiuot'i la FH si costruisca in F l’an- 
j> golo HFG uguale all’ angolo FHG. Saranno. F , G i centri, 
w cd F A , GG i raggi degli archi AM ed M m; e fatta a/= AF, 
V saranno parimenteyed a/* il centro ed il raggio dell’arcQain. 

So.Quesla costrnzione , o 1’ àjnalisi geometrica per la quale 
si è ottenuta , ci mostra esservi una relazione fra i due raggi A F 
e CG. Per esprimerla algebricamente faremo AF = x e GG=c, 
supponendo sempre OA = a, -OC = c.: allora il triangolò ret- 
tangolo FOG ci'darà subito l'equaziouc- 

che sviluppata e ridotta , diviene - 

2 ( ax-f-cr-Jc z) = b* . , . (i) , 
scriyendo per. brevità 6* in vece di o*-4-c*. 

' 5 1 . Polendo la cuiva a tre centri variare all’-inGnito , è lecito 
ricercar quella in cui il ra'ccordaiuento , degli archi sia il pili 
perfetto , e che perciò deve Ytuscire U più grata alla rista. In- 
torno a questo è da riflettere , ' che qqauto più si avvicinanp 
ad essere fra loro egpali i raggi x « z , cioè a dire quaitlo più 

la frazione 4^ avvicinasi all’ unità , tanto più esatto diviene il 
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r accordamento. Quindi la condixione da aggiungere a quella 
espressa per l’ equazione (i),affin di eonseguire 1* mtento , dorrà 

essere che^ sia un massimo, ed in conseguenza idn-cdaso; 

ma differenziando l’equazione (i) si Ita 

adx-\-cdx=xdt-{-zdx ; , 

dunque eliminando ^ fra questa equazione e la precedente , 


nsr4-czs3«z (a). 

Conviene ora dall' equazioni (i), (a) ricavare i valori di a e a : 
esse sono semplici e simmetriche in x e- z , ma ■ entrambe di 
secondo grado. Vieppiù semplici però sono lé due 
>'• • - •• . . . (3) , axzs£*, 

che si ottengono ricavando da quelle i valori delle formole 
ax-t-cs ed xx come ignote , e la prima di queste equazioni è 
inoltre di primo grado. Per trovarne un’ altra consimile , dai 
quadrato della prima tolgasi il prodotto della seconda per a ac, 
e dal residuo si estragga la radice quadrata : ne verrà l’equa- 
zione ax— cz = + 6\/(6*— aac) , la quale per la sostituzione 
di a*-pc* in luogo di 5* diviene 

ax-ezc + 6(a>-c} .... (4). 

Ora dall* equazioni (3) e (4) si hanno immediatamente 

- aa ac 

Frattauto , per essere nullo il primo coefficiente di^renzia- 

le di il secondo risulta da principio espresso da 

Ma differenziando nuovamente P equazione adx-^-edtssxds-i-xdx , 

nell* ipotesi di dx costante , si trova ^ , e per la 

dx* c-x dx ^ 

condizione comune al massimo ed al minimo , espressa per l’equa- 

7 
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lUoe *d*-*d*sBO, u h« dunque • 

«uel coefficiexUe di secondo ordine sari — ■— — 7 . Ora i due 
* c(c— 

valori trovali qui sopra per x sono positivi; da quelli poi di » 

si deduce iàcilmente 


c-x = - 


(a-c)[-^. v»^( 0 *^- 0 *)- (a-c)l 


sa 


e quindi si fi» manifesto che o—x è negativo o positivo secondo 
che nel doppio segno ^ si fa valere il segno superiore o i*in» 
feriore : dunque il secondo coeOiciente diSèrenxiale sarà nega- 
tivo quando in x, e quindi anche in x> si ritengono gl’ infe- 

. * V 

riori dei doppj segni che vi sono. Filanto la trasione — sarà 

in grado di massimo , ed avrà luogo il raccordamento pih per- 
fetto , quando 

*= Ìz(fz£lA ,= i+ifzilA. 

aa ao 

• 5a. Da questi valori emerge ad evidenza la segnenle ele- 

gantissima costruzione della meglio raccordata curva a tre cen- 
tri u congiunta la retta AG, si tagli da essa la parte G iC ugua- 
» le all’eccesso di OA sopra OG;e divisa la AKper metà in 
w L, le s’innalzi per questo punto la perpendicolare LFG : i 
w punii F e G , in cui essa incontrerà la O A ed il prolungamento 
» della O G , ed il punto f distante da O quanto F , saranno a 
jt centri della curva dimandata ; ed FA, GG,/a ne saranno i 
M raggi. » 

Difatti per la simiglianza dèi triangoli AOG, ALF, FOG 
abbiamo le proporzioni 

AO : AG ; : AL ; AF, GO r GA : : GL : GG; 


ma sono 


OA = a, OC = c , AG=v^(a*+c*) = A, 
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e quiadi 




dunque in termini algebrici le dette proporzioni saranno . 

b-.(a~c) , ■ - b+(a-c) __ 

a : i : ; ■ ' : AF, cibi: ■■■ -— ■ ^ : CG, 


e perciò avremo 

AF=ÌzIfz£} 


ò+(a-c) 


b, CG= ~^^~ b, 

aa ac 

' 

che sono appunto i valori di ar e c. - '■ 

La recata semplicissima costruzione si deve a Bossut ; ma 

10 mi sono indotto a darne ragione, sia per non rimettere il 
lettore ad opere non molto comuni fra noi , sia per 1’ eleganza 
deir analisi colla quale mi è riuscito dare al problema una com- 
pleta soluzione. 

53. Ciò posto , è chiaro che la superficie della volta cilìndrica 
avente per base una curva a tre centri ACa ( sia o no la me- 
glio raccordata ) , formasi da quelle di tre volte incomplete a 
lati paralleli ed aventi per ^si gli archi Mm, am ed AM ; 
ma supposto che la mM incontri in n il semicerchio di cui l'ar- 
co AM è parte , alla volta di base am' può sostituirsi quella, 
che , in parità dì tutte 1' altre circostanze , avrebbe per base 
l'arco en\ ed è chiaro che le due volte corrispondenti agli 
archi AM ed en vagliono insieme, in fatto di superficie, quan- 
to la dìfierenza della volta di cui è base il detto semicerchio 
c di quella che ha per base l'arco Ma : dunque la volta di 
cui è quistioue , e che ha per base la curva a tre centri, sarà 
quanto la somma della volta di base mCM, e della nominata 
di&erepza. Quiadi por potermi rimettere a ciò che si è detto 
nel n.° 4^ i òo bisogno che dì calcolare le corde e le frec- 
ce dell'uno e dell'altro arco. A tale oggetto siano r, 3«, t 

11 raggio, la corda, e la freccia dell'arco Mn; ed r', ar'. 
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f’ il raggio , la corda , e la freccia dell’arco MCm. Le prò» 
portioni 

FG : FO : ; FM ; TP : : MG : MQ » FG : GO : ; FM ; M P 
mi daranno 

FP=2zrr, MQ=^r', MP=Ì^r. 

,r'—r r—r r'—r 

Ma SODO 

a=FP, |=FA-MP, j'=MQ, <*=OC-MP; 
dunque avrò 

a-r e-r , a-r , , e~r , 

a=-; — r, *=— — r, ✓=_ — r', 1'=-^ — r'. 
r—r r'—r r—r r—r 

Osserverò ancora a questo proposito , che in virtù di tali valori 

di « , r, r' le frasioni 

3«r « •— <■ 

s*-t* * ’ s*+t* 

vengono uguali , ciascuna a ciascuna , a delle frazioni simili in 
s ' ~é r', e sono espresse in a , c , r da 

2 (a— r)(c— r) a(a-r)(c— r) (a — r)*-(c- r)* 

(o-rj*-(c-r)» ’ (a-r)*-t-(c-r)'* ’ (a-r)*+(c-r)’' 

lu qual cosa ci fa conoscere che la formola da impiegarsi , fra 
le quattro che si trovarono nel n.° 44 i ù la medesima per 
anienduc le volte incomplete. 

34 . Nel caso della volta retta è il perimetro stesso A C a 
della curva a tre centri , clic devesi moltiplicare pel lato , af- 
fine di misurarne la superficie. Ma è chiaro che 


OG. 


v r c 

Arco AM = AFXarc(tang = -— )=rarc(tang;= ) , 

0 Jt a— r 

Arco CM = CGxarc( tang = = r'arc ( tang =-?-—)■ > 

‘ U Cj r • c 


ed iibbiaiuo dalla trigonometrìa 


r — c 


o— r 


arcCtang = — ) = j-arc(tang=p^) ; 
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danque moltiplicando la doppia somma di questi archi AM , 
e CM per 6, avremo nella itolla cilindrica retta di lato L, e 
di baee una curva a tre centri avente per corda a a , per «e* 
sto c , e per raggi t ed i ' 

S = é[»r+a(r'-r)arc(tang = ^II^)l . . . (XXVI). 

55. Il volume della volta , in virtù della formolo generale 
(G) recata nel n.° 4^ < dipende dal vano di essa ; e questo vano 
dipende dall’area della base A Co A , che si deve moltiplicare 
per la distanza 6' dei muri di fronte. Ora essendo 

settoreAFM=^-^X atcoAM = J r* [v-3arc(taiig=: ° — )1, 
a r — c 

C (y €l ^ ^ ^ 

settoreCGM= XarcoCM = ir'*arc(Ung=p^ ) 


triangoloFOG = XOF=i( a-r)(r'—c) , 

ne avviene , che togliendo il triangolo dalla somma dei settori, 
si avrà nel residuo la metà della buse ACaA, e quindi mol- 
tiplicando questo residuo per a 5', la forinola del nominato- va- 
no , che noteremo sempre con v , sarà come appresso 

v=4*^^-Ca-'r)(/-e)+,arc(tang=Q(<^*^ . (XXVn). 

56. Nel servirsi di questa formola , o di quella ritrovata 
pocanzi per S-,è bene ricordare che r ed r’ dipendono fra loro 
per 1* equazione ^ 

»(ar+cr'-rr')=a*-f c*. . . .- (i') r 
che si dedace dall’equazione (t) del a.° 5o sostituendo r ed 

in vece di x e e , e riponendo al looge di b* (T). 

1 • s 


(•) Sì può-aDcbe neure ,• che per etserc ad evidenza -- = 


a-^ r / 




per r rquatiene (>’) j i valori di r ed r* io ùmaione ^ a , e cà 
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Le medesime formole della superficie e del vano ,'nel caso 
che la volta retta di cui è parola fosse la meglio raccordata ^ 
aon divengono più semplici se uou in questo , che in vece di 

arc(tang=— ; — )i può sostituirsi arc(taog=--),e ciò per effetto 
r — c 

dell’ equaiione (3) del n.” 5i , la quale , in virtù delle mede- 
sime sostiturioui dette pocanzi , diviene 

.or + cr'=a*-J-c* .... (3’). 

In questo medesimo caso i valori di r ed r' sono quelli 
trovati perx e f nel citalo n.® 5i ,e che si avrebbero di nuo- 
vo risolvendo 1’ equazioni (i’) e (3') di questo numero. 

5’]. Porrò termine a questo articolo parlando ancora bre- 
vemente della volta detta aita gotica. 

arco di questa volta è il sistema discontinuo di due ar- 
chi circolari ciascuno di 6o°, descritti colla corda della volta 
per raggio , c coi termini di essa per centri. In conseguenza 
chiamando al solito an la corda che serve di raggio , ne sarò 
li circonferenza ; ma ciascun arco di 6o® n’è sesta parte ; 
dunque 1’ arco intero della volta sarà fva, e quindi la super- 
ficie di essa verrà indicata da 


S=tvaò . . . (XXVIII) 



1 


Quindi le trovate formole si potrebbero esprimere in foaziooe di a, e, td^ , 
e non si avrebbe alguna eqairioae di coodiuooe. Dippiti on oecbio eiercitata 
•eorgendo agevolmente 'il luogo in oui i due archi ai congiungono , riesce fa- 
cile con qualche roesio meecanioo la misura dell* angolo che fa coU' orn- 
xoole la retta Cc, la quale passa pel vertice della volta e pel detto ponto di 

congiuazione. Ora la cotangente di tale angolo i il valore di — ,cbe insieme 

con a e c bastano, per determinare i t^ggi r ed r' allorché , data e&uiva- 
mente la volta , si soppcogono ignoti i raggi adoperali nella sua costruzione. 
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quando è retta , e potrà valutarsi cogli stessi messi indicati net 
n.° 45 quando è obbliqua. 

58. Per rapporto al volume , moltiplicando 1* arco A C o , 
cioè ÌTO, per AO = a che è la metà del raggio , abbiamo in 
f«it* la somma dei settori uguali aAGoia, CaAMG, ovvero 
la somma dell’ area AMG/naA, e del triangolo equilatero 
AGa; ma questo uguaglia il prodotto di AO per OG ,e quin- 
di viene espresso da a*v''5. Dunque la sola area AMG/naA 
sarà indicala (}«— >/3)<s*, e moltiplicando per 5' il vano d^- 
la volta sarà espresso da “ ' ' ' 

v=(l*-v'3)o*6'=a,45674a*6'. . . (XXIX). 

Sul proposito della volta gotica Rondefet osserva , che essa 
è la meglio indicata' per formarne i tetti a doppio pendìo. 

naUE VOLTE aLIRDRICHB CBS HIKHO FBlt BASE USA DELLE QUATTRO> 
COEVE , PAHABOLA , IPERBOLE, CICLOIOB , B CATBHARIA. 

5g. Sebbene le centinc delle volte cilindriche ordinaria-' 
mente in uso non sicno formate die di archi circolari od ellit' 
tici , vi ha nondimeno delle circostanze , nelle quali , come lo 
attesta Rondelel , è 'meglio servirsi di curve aperte , quali so- 
no te quattro di sopra indicate. Il citato illustre architetto in- 
siste particolarmente sulle due volte che hanno per base la pa- 
rabola e la Ciitenaria , una perché capace di sostenere gravissimi 
pesi, e l’altra còme la meglio equilibrata di tutte. È dunque 
mio dovere , anche per evitare il rimprovero di non essermi 
•lUeiiuto che alle cose più triviali , di oceu-parmi della misura 
di tali volte. Io prenderò specialmente di mira il loro volume, 
perciocché questa « d’ oidinario la ricerca più utile, e perciò 
di maggiore importanza ^ e generalmente parlando, è anche per 
ventura più facile." Non per' questo sarà dimenticata la loro su^ 
perficie , ma intorno a ciò, devo contentarmi di indicare soiip- 
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{nariameate i rìiulUti dei naiei calsoli , e dì rapportami qual' 
che volta agli altrui. 

60. Riteueado per i aivboli b" il 

tnedesimo significato d«l »■* 33 > * limitandoci liapetto dm vo* 
lumi a coiwiderare il vano interno delle volte , sia da prineipie 

fìg.ti.^ase delle volta il aegmento parabolico ACa , avente per cor* 
da Aa e per sesto CO ; e si prendano per coordinata rettan* 
golari di un suo qualunque punto M }e rette CQas , QMse , 
contate dal vertice C d^da parabole- ^er la note proprietà cbe 
o ogni segmento di parabola è due tersi del prallelogrammo 
circoscritta la'Faja del segmento ACa verrà espressa da fae; 
quindi moltiplicando per la disUnxa f/ d^i muri dt fronte , il 
yano interno della volta sarà 

y^ial/c , . . . (X;LX). 

61. Per la misura della superficie abbiam bisogno 441* e* 
quazione alla sezione retta \'C'a', cbe si ottiene dall’ eqaasio* 
ne cx*=a*s della parabola ACa. Servono a quest’ oggetto le 
relazioni (A) trovate nel n.° 33 , e per meszo loro ai ba im* 
mediatamente 1’ equazione 

cx'*cosccU=n Vcoaec f. 

(Questa ci dimostra, che la sezione retta A'C'a' è anche una 
parabola; che gli assi coordinati obbliqui C'P'> C'T' sono ri- 
spettivamente un diametro e una tangente di tal parabola , c 

che il parametro relativo a questo diametro è quanto * . 

csenp 

Dinotando per brevità con 2 m' questo parametro, e con a nz 
quello che .compete all’asse, la nota relazione msm’senM (*) 
servirà a trovare 

]Per la qiisura dell’arpo è anche d’ uopo conoscrre 

' ■ - ■ . M ■ I 11 » I 

a 

(•) LacroiS) trigonometria, n.* «4a. 
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le ordluate dei punti A', a' riferiti all’asse della parabola •- ri ca> 
vaodole dalle coordiuate dei medesimi punti riferiti egli assi ob< 
bliqui C'P‘, G'T'. A tal fine considerando a parte la sezione 
retta nella figura 17, e supponendo che le rette ortogonali CP, Fig. 
CT ne siano l'-asse e la tangente nel vertiee, prendansi le me* 
desime per linee delle s ed « facendo CP = s, PM'=x, e sia 
inoltre C'fi 1 ’ ordinata del punto C'. La proprietà della para- 
bola in. virtù di cui = (•) ci darà primamente 

CBs:i(.w»'— wi)=ìm'cos */3 , 

€ quindi per 1’ equazione x*=ar/iz verrà C'B=wiVcn/Scos 4. 

È poi * 

M'P=BC'+QM'=BC'+P'M'senA- ^ 


dunque sostituendo i simboli avremo 1' equazione 
*= ( m 'cos -f- y ' ) sen 4 . 

Da questa dunque, sostituendo per ora la retta 0 ' A'= a sen «, 
ora la retta 0'a'=— asen«, avremo per le richieste due ordi- 
nate le formolo 

(m'eos^-f nsen«)seny 3 , (/n'cosA-ascn«)sen/S , (f). 

Calcolati i valori di queste rette , e fatta astrazione dai loro 
segni , si porranno successivamente in luogo di x nella nota 
formola * • 


• . . . (D), 

m m 

che esprime l' arco della parabola indicata per l’ equazione 
x*=amz , ed in cui ^ dinota il modulo del sistema Briggiano , 
cioè il numero 0,43439. I risollati che per tal modo si otten- 
gono, sottratti n pure uniti fra loro , secondo che le formole(/') 
vengono di segni simili o dissimili , ci daranno la lunghezza 
dell’ arco A'C'a'; e finalmente moltiplicando quest’arco pel Iato 
b delia volta, ne avremo la .scq^rficie. 

63. Quando la volta ^^rnpUcimente in pendìo , cioè quan- 



(') Lacroii , trigonometria , ninnali iji a i 45 . 

B 


( 58 ) . 


(io ««90% l’eqwiaione di coodiaiooe ( 33 ) cof/Sscotacoty dà 
pura 8x90*. in consegocDM , per 1 * equazione n»=oi'sen*/S ) 

€t ^ 

trovasi nssiii^s . e le formole (^) si iklucon» semnlice- 

acsen/ 

xnente ad «, e — a. Cosi la superficie 'della volta sisolta cspres» 
sa dopo le riduzioni da 


' zcseny a 

/ 

63 . L* angolo d viene anche retto quando 1 » volta è sem> 
plicemente obbliqua > cioà quando 7=90°. Allora però viene- 

in =>w*=s ° , e le formoLe (/) prendono i valori asena e 

—a sena. Pertanto la superficie della volta sarà in questo caso- 
rappresentata da 


[>/(a*senAt+4c*)-f- ^^^^log 


2 ^WiaHeuU+ic-) . ,XXX1I) 

«sena ' 


G 4 - Finalmente nel caso semplicissimo della volta retta , 
amendue gli angoli « e y sono retti. Quindi la superficie della 
medesima viene espressa da - 

[y/(a»+ 4 c»)+-^*log '* A' . . . (XXXIIl). 

65 . Che In formola (D) abbia la dichiarala significazione 1 si 
potrebbe raccogliere dagli elementi di calcolo del sig. Lacroix^ 
ii.° 360 ; ma forse il lettore vedrà con piacere che io- la ritrovi 
qui appresso in un modo più elementare. 

L’ equazione della parabola essendo 3 /nz ^diilèrenziando 
si ha X dx =m d z ; quindi ricorrendo alla formola generale per 
la rettificazipne delle curve , «=yv^( dz*^d.z*) , ed eliminandone 

dt viene 

Sia ora. >/ 
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h sostituzione immedUU di questo valore ci di r 

«s:—/(t—s)dx)d*=~/tdx—-^r/‘*àx=-^ftdx — 

m m nr am 

Per ritrovare y/d* , ritorno all* equazione (i) > e liberan* 
dola da radicali , e poi risolvendola rispetto ad x , ottengo 
<*— m* .... dt . m* di 


x=~ 


, e quindi d* = — + — — . 


al ' ‘ a 

Sostituendo questo valore per dx , si ha successivamente 
.. > -<dl _»?»* dt I* m*_ 

dove il logaritmo dee tenersi neperiano. Il precedente valore 
di t diviene per tal modo 

I* m_ • 

t=- (■— Logl , 

4m a am 

o vero , restituendo a I il valore in x che ne dà 1’ equazio* 
ne (i) , e supponendo compresi i termini costanti nella costan- 
te arbitraria , 

-I- ~ Log(v4V(**+m*>fC . . . (H). 
m 2 /n 2 

Per determinare adesso la costante C in modo che l’arco s co- 
minci dal vertice della parabola , dobbiamo porre nei tempo 

■stesso <=o , x = o. Cosi viene o=— Logm-^C, donde C= — — Logm, 

c sostituendo questo valore di C nell’ integrale completo, e ridu- 
cciido il logaritmo neperiano a briggiano, trovasi la Tormola (D). 

66. Sia ora ACa un segmento d’iperbole, la quale abbiai^ig'. //. 
per semiassi primario e secondario n ed m. Preso il centro ( che 
|iuò supporsi in I ) per origine delle coordinate c ed x , 1’ e- 
quazione della curva è . 


«• m*”*' 


di dote * = n*) , e quindi y*d*=^d*v'(z*-n*). 
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Ora la equazione (H) del mimerò precedente moltiplicata per 
m , ci dà poi col semplice cambio di x ed /n* in x’e —n*, 
1 ’ integrale di Dunque moltiplicando ciò che per 

tal modo si ottiene per — , avremo 


?/d t v^(z*-n») = - **~ ” ■ * ) - 'fL"Log[z+^(**-n*)]f C. 


Per cavare da questo integrale completo i segmenti che iuco- 
minciano dal vertice C , è d' uopo determinare la costante in 
modo che l’integrale sia nullo quando z = n. Avremo dunque 

per trovar la costante C l' equazione o=—^i^Log/J di dove 


C= — Log« > e così l’ integrale completo diviene 


. rn 


U Log. , 

o con più eleganza 


^x*-m/iLog(-^ + -Ì)], 


jier essere — v'(z*— n*)= x e quindi 

/i /ìt 

t 4 

Nel caso nostro sono x=OA = a , z = c-f-n ! dunque can> 
Liiindo X, c|z in a c , avremo il segmento ACa; e moh- 
tiplicaudo in seguito per lu dislaiua b' dei muri di &onte , na- 
^ scerà la foimola . . 

1 » , 

v= -[o(c+/j)-Mnnlog(i-f.— + — ) . (XXXIV),. 

- > m n ' 

che rappresenta il vano interno della volta cilindrica a base 
iperbolica, e contiene un' logaritmo briggiano. 

67. Per la superfìcie della stessa volta bisogna pur sosti- 
tuire nell’ equazione dell’iperbole aCA i valori di x e x dati 
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dalle solite relazioni jf = *'cDseca, ’ * st'cosecj'. Si' ottiene così 
per la sezione retta n'G'A' l’ etjnuziotie ' ' - ì 

*'*cosec*v **cosec*ic 

- — r . ly - 

n* wj* ’ 

la quale Lea dimostra che tal sezione, è ancor essa una iperbole 
avente per due suoi semidiametri coiijugati , uniti sotto l’angolo R , 
le rette espresse dalle forinole msen«, nseny. 

68. Chiamando m' ed n' i semiassi della medesima su- 
zione , abbiamo per determinarli T equazioni 

m ' n ' r/z“sen*<« — n'scn*y . . . ( i ) 

m '/j '= mn sena seri /Ssenj- .... (2) ("). 

Ora se al quadrato della prima si aggiunga il quadniplo di 
quello della seconda , e si estragga dalla somma la radice qua- 
drala , il risultalo , culla sostituzione di cos.2/8 in vece di 
cos*/2 — seii*^ (•') sarà , 

m'*-f.rt'*=v''(m^sen'i«- 2m*n*8en*«cos2/&cn*y-J-n^Scn^y) ; 
dunque indicando per brevità con it^.la quantità soggetta ni ra- 
dicale , Inequazioni^ . r ’ 

ed m'*— »'*=/n*seu*a — «*sen*y 
ci daranno immediatamente , , 

wi ' *= ì ( i’+ m’sen*it — '«‘sen’y) , m*scn*-f-n’sen*j'). 

Per giovarsi dei logaritmi nel calcolo di pongasi l’e- 
spressione indicata da questo simbolo sotto la forma 

(i7i*sen*« -j. /j*sen*j')’— 2m’/i’sen’«sen’7(i-f.cos2 4 )' : 
allora osservando che i-)-cos3-^=acos*/3 , verrà da princi|>io 

it^=(w*sen*a.f /j*sen“^q- 2 mn sena cos/SsenylX . ) • 

(m’seti*«-j./j’scn’7 — 2woseu«cosifisen 7). • ■ 

P oncndo del pan questi due fattori sotto la forma , 

. , 1 . . . . . ; - 

' '.lÉi .1 I. I .II I | | Il .A >llZ> ' 

(*) Lacroix , Irigonometria , nuniKi i;{6 e i 47 ' ' 

(*‘) Per le riJinioiii (ri(;onomefriche di questo numero , si ricorra al 
■.* 2' 9 della trigonometria del sig. Lacroix. :j ■" 
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( /n sec «•f ■ 7 )*** ^ '" ** *^ * *^ ^(*~ ^ ^) • 

(msen«’f nMn]>)^3inaMoaten}'(i<(-cos4) , - 
ed ossetTando die 

fi fi 

i-cosjS=asen*o-, i<fcos4=3cos* » , 

a a ’ 1 

potremo ouoTaniente scomporli in Cutorì supponendo 
m/>senasea^=p*, fi sarà per ta) modo 

fi fi 

— ) (nisen«4>nsen^3/isen — ) 

r- fi 

X(mseat-j^sen^+3pcos— ) ( m sen « + n sen y — 3/jcos— ). 

Per eiTetto- di questa decomposizione ognun vede che il logai* 
ritmo di k può aversi facilmente dopo che si saranno trovati i 

valori di apsen— e ipcoi~, i quali possono atvcora calcolarsi 

per logaritmi in virtù dell' equasiona 

logp = 2(log/n>f log n‘4- log sen «4- log sen ^). 

Dopo ciò , introducendo la quantità ansiliaria ^ , tale che sia 
7n’sen*a— n^sen*y=à*y , 

^K>trà essa valutarsi per logaritmi coll’ equasione 

log ^ = log ( m sen a r|- n sen ^)4*leg(m sen • — n sen ^}— 3log^, 
e risultandone 

/7,'*=2(à*+**q), n'*=ì(à*-à*q) ; 
avremo finalmente 

logm'^logi+l[log(i+9)-log a] » logn" Jogi+l[log(i-q)-log a]. 

69. Koti |)cr tal modo i semiassi della sezione retta , si rap- 
presenti questa a parte nella figura 18, a siano l'M' e l'N' 
i nominati semiassi. Sia dippiù l 'B' il semidiametro coniugato 
di l'C', e dicasi • 1' angolo fi' l'M'. Avremo in analogia con 
quel che si trovò per 1’ ellisse 


àl=(msenc4-/iseo94'3p*en 
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„-+^- ) 


cos — ”** 

ni 


seti*i+»'*\ 
mseii* ^ /* 

Sono (loi asen« e — asen« le ordinale dei panCi A' ed a' ri» 
ferili agli aasi obbltipii l'fì' , l'C' uniti fra loro sotto l'angolo 
i8o°— 4; dunque , per le formole della permutatone da assi ret- 
tangolari ad obbliqui , avremo per rispettivi valori di A'D' ed a'd* 
a sehacoSi»-(c+n)senycos{/3-É.) , — asemtcos«-(c+n)senycos(/8-4.). 

70. Ciò posto , è da sa[iersi che l'arco iperbolico A'N', che 
dinoteremo con T > dipende da due archi ellittici nrercè la se- 
guente relazione, che costituisce il memorabile, teorema di 
Landen 

T=[Uu9V'( 1 - » ^en*9)+E( r ,^)-a( i f r )E( a rsenp]/( m'*-f «'•) 

dove ^ ■ ' 

ri av'.nV(m'*+n'*) ' A'D'V(m'»+o'*) ' 

’=7(™-+v)" — sr— f 

• r angolo p' è deteruiuato per I’ equazione 

<■> 

Parimente si può calcolare l'arco iperbolico a'N', e in> seguilo 
1' arco fra|)posto ai punti A' ed a' nasceri dalla loro somma o 
pur dalla loro dilTerenza , secondo che le ordiiute dei mede- 
simi punti avranno segni contrarj , 0 simili. 

Ho voluto far eonoKere al lettore ( benché solo istorica- 
mente ) l' iraportanlibsiiBO teorema di cui Laudeu- ha arricchito- 
la geometria , per la giusta celebrità- di cui gode ; ma essendosi 
ormai calcolate dal signor Legendre le tavole dei valori di £ ed 
F , altrove menzionale (nS-) , con assai meno di> calcolo si può- 


O bejeodie ttercitj, di ctUciito integrale oumeri i3 , 58 , 61 e 6ai 
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avere I’ arco T mediante 1’ equazione dovuta a questo jnedesimo 
insigne analista , è così espressa 

T=[Unifv'(i-r*scn*i?)-Ià(» , ?)+ 9)]s/('»’ *+«' *) . 

dove non intervengono die le sole quantità ausiliarie » e 9 ('). 

■jt. Nei due casi che l’angolo «, o pure che l’angolo y 
sia retto , essendo anche retto 1* angolo ^ , si hanno rispelUva- 
tnente m'=m , n'=nscay , sena = o , A'D'=:a , cld*—~a , 
o pure 

m'=msen<c, n'=/i, sen»=o, A'D’=osen«, a'd'= — aseno : 
quindi il calcolo degli archi A'N', a'N' diviene alquanto più 
semplice. “ 

Fig.ti. ^3. Sia ora la base aCA della volta una cicloide : ciò esige 
che fra la corda ed il sesto V abbia il medesimo rapporto della 
circonlereuza al diametro , e quindi che 1’ architetto possa di- 
sporre dell’ una o dell’ altro per modo che la detta condizione 
si venGchi. 

Ritenute le solite denominazioni per i lati delle volta , la 
detta condizione si esprime coll’equazione 3a=‘i’o, e quindi 
r aja aCA , che pareggia il triplo del cerchio generatore (”) , 

3 3 

risulta indicata da una qualunque delle forinole — qc , 


3» 

— c*. Se dunque le moltiplichiamo per la distanza &' dei muri 

di fronte , il vano interno della volta sarà parimente espresso 
da una qualsivoglia delle formolo 
3 2 3 

yzz-à‘b'='tab'c=-~b'c* . . . (XXXV). 

^3. Passando ad occuparmi della superficie della volta , prendo 


• (*) Legendre , rserciti di calcolo integrale n.* i3. 

(") Lacroix , clementi di calcolo , n.* i5p. 


Digitized by Googl 


(65 ) 

per coordinule x e z della cicloide aCA le retle ap e pm. 
L'equazione differenziale della curva sarà 

<^* = ±-77 X . C) 

— v'icz-z) '• ' 

dove il segno + si riferisce al ramo ascendente aC • ed il se- 
gno — al ramo discendente CA. Gli assi delle coordinate x' 
ed della sezione retta, le quali dinotano allora le rette a'p' 
e /j'/n', essendo uniti fra loro sotto 1’ angolo $> , per misurare 
l'arco a'C'A' senza prima riferirlo a coordinate rettangolari , 
converrà far uso della formola 

3d*'dz'cos;S-f dz") , v 

che nasce dal considerare l'elemento dell’arco qual baso di un 
triangolo i di cui lati, congiunti sotto 1’ angolo iSo”— /s, sono i 
difTerenziali delle coordinate x' e z'. 

Esprimendo «' ìa funzione di a; e z mediante le solite 
equazioni (A) del n." 33 , e sostituendo per cosiS il suo valore 
in seni e coseni degli angoli a e y , si trova • > ' 

' /d z + * (sen’*e — sen'y ) + 2</z(c — z) . cos a cos y 

• ' c—z 

Jn seguito ponendo y/z(c—z)c:zt, viene 
r ^ 

a — a v'(sen*a + a/ cos«cosy+ /.*sen’y) . 

Or questa nuova integrazione , comunque non dipenda che dalle 
trascendenti comuni , esige però un calcolo assai lungo , che io 
credo poter omettere trattandosi di una volta poco adoperata , 
specialmente nella' sua forila più generale che ora si considera. 
Nondimeno, per mostrare al lettore ( giusta il doppio scopo. di 
rpiesta Memoria ) 1' applicazione di un altro principio appreso 
negli elementi delle matematiche pure , indicherò come il detto 


(*) Lacroix , clem. di cale, o.* ii4- 

9 
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calcolo potreijbcsi abbrerìare di molto , qualora si fosse coo> 
lolita di arrivare ad una mediocre approssimazione. 

'.{.Osserviindo cUe se 1' arco fosse espresso , come prima , in 
z, bisognerebbe valutarlo da z = o sino a z = c |>er avere il ramo 
ascendente a'C'i e da z = c fino a z = o per avere la parte di- 
scendente C 'A', ne avviene, per elfetlo dell’ equazione c — z = z<*, 
che essendo espresso in < , i limiti di questa variabile saranno 
t= co , t=Q per 1’ arco a'C'; e l=o , t = co per l'arco C'A'. 
Quindi se per servirci del metodo approssimativo , esposto ne- 
gli elementi del signor Lacroix n." a34, si portasse fuori del se- 
gno y' il radicale o pure la frazione (iq./*) — ■, bisognando poi 
trovare ( dopo la facile integrazione di ciò che resterebbe sotto 
>1 segno ) il massimo ed il minimo valore, elio fra i limiti /=o, 
e t = CD può assumere il fattore portalo fuori, niente si conclu- 
derebbe di utile : perchè il massimo del radicale, nella prima 
ipotesi ; e l' integrale , nelbi seconda , sono ancor essi di valore 
infinito. Ma se in vece sì cacci fuori del seguo /* la espressione 

, /seii’it + a <cos«cosyq-<*sen*> , , 

y ; q-yj ) che per brevità chiamo u , iL 

tnnssimo di lei valore sarà finito , e in pari tempo I' integrale- 

SI 

da trovarsi , riducendosi a quello di di( ( -}-<*■' *, verrà espresso- 

_ I 

per * (*) ; onde Ha ì limiti /= oo , e l = o avrà per 

valore — i. 

Per facilitare la ricerca del luassinao e del minimo valore 

di li , pongo 1’ espressione soggetta al segno setto la forma 

(cosa X /cosv)* 

I - - = I - «1- - 

Cosi dìvìen chiaro ebe quel massimo o minimo di « tiaa luogo- 
lispcttivaineiite col minimo o massimo dii ti. 

Or quando nel doppio segno si considera il segno — 


(*) Lacroix , cUmcnli di calcolo , n.* 19C.. 
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il minimo valore di v è apertamente nullo , e si verifica quan- 
do /= : nè il calcolo difierenziale dà verun massimo fra 

cosy 

/=o e /=oo. Quindi è da credere che i valori di «/, a procc- 
. , cos « , 

dere da t= verso t=o non meno che verso /= oo, crescano 

cosy 

continuamente : come a un di presso veJesi nella curva della 
figura ig n.® i , le di cui ordinale rapprescnUino i valori di v.Fig.ig, 
Ma i valori di v relativi a questi limiti di < sono cos’« e cos*y; *■ 
dunque il massimo valore di u sarà i, ed il minimo sarà il se- 
no del minore dei due angoli di a e Segue da ciò clic il me- 
dio aritmetico di tali valori sarà ì(i-fsen>’) o pure ì(i-f-scn«), 
secondo che « è maggiore o minore di 7. Onde moltiplicando 
queste formole per — i , che è il valore poco fa ritrovato di 

yd/( i-f <*)”*, e per —ac, l’arco a'C verrà -espresso nei ri- 
spettivi casi da (i-f-sen^)c ed ( i-f-scaa)<;. 

Quando poi nel doppio segno si considera il segno -f , 
le regole del calcolo dilFcrenziale danno pert' un massimo cor- 

rùpondenteménte a ® questo massimo viene uguale a 

cos*ac-f cos*^. Dippiù non si trova alcun minimo fra t=o e t=a; 
onde si dee pensare che i valori di o decrescano continuamente 

procedendo da t = — verso < = o e t=oo : come io indica 
* cos « 

presso a poco la curva della figura 19 n.® a , che mostra nelleP<^./^, 
sue ordinate i valori di v. Sono poi ancora cos*a e cos*y i «•* *• 
valori di v corris|umdenti a tali limiti ; dunque il maggior va* 
lore di u sarà il seno del maggiore degli angoli « e ^ , ed il 
minore sarà quanto y^(i --cos*a — cos*^) , o più semplicemente 
scn/S', chiamando yS' l’inclinazione del lato delia volta ai piani 
di fronte^ Quindi la scmisomma di tali valori sarà ì(sena+sen^) 
quando «>?', e J(8eii>-j-scnyS') quando «<>■; e l’arco A'C' 
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s.irìt espresso rispettivamente per (senc-f'^en/?')c,e (scn 

Dopo ciò juoltipUcimdo la soinni» degli ardii a 'C' e C'A' 
pd lato b della volta, la superficie di questa in aincodue i casi 
verrà indicala approssiuiativatueiile da 

S = (i +sen<-|-s‘Jn/S'+scny) io . . . (XXXVI). 

Nei due casi particolari die sia retto T angolo a o pure 
r angolo y , a’ assume le furine rispettive 

' fdz 

e queste , supponendo c(c— z) = u*, si cangiano, in funzione 
di u , nelle altre 



— ~ - ?^^J 'duy/(<^sec*y~- u*) , V^(c*tang*«-J-u’). 

La seconda si deduce per un semplice cambiamento di lettere 
dalla forinola (11) del n.°G5. La prima poi confrontasi col noto 
integrale di ilx</(o’— x*) , di cui avremo bisogno anche in se- 
guilo , e che può trovarsi facilmente integrando per parti. Di- 
fetti con questo metodo si ha da principio 

fd X v'(o*- X *) = * y/'(a*- , 

ma è ancoja 


dunque aggiungendo questa equazione alla precedente e divfe 
dendo il risultato per a , sarà 


yc/xy^(n*-x^)=ì[x v^(a*-x*)-fa*arc( scn = — . . . (K). 

Questa formula c 1’ altra (II) del n.° .65 ci daranno per inte- 
grali completi nei due rispettivi casi di cui si tratta 

C05 y u cos y 

[ « v^(c’sec*;/ — a*) -|- o’sec*y are ( sen =— — — ) }f C , 


- - - Pf * v^( c*taii’«-f- a * ) -c sen « tan « Log [a -f- s/(c*tanV+ a*) ]+C„ 
nel secondo dei ijuali il logaritmo è neperiano. 
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Per la deterniinaiione deUe costanti arbitrarle giova [)or 
mente , che in amencliic questi casi il ramo ascendente ed il 
ramo discendente della soz'onc retta , sono fi a essi uguali e si- 
mili. Dìfalti , essendo per la natura della cicloide 0P=0/7 c 
FM=jom, avremo parimente nella sezione retta, per virlù 
delle equazioni (A) del 11.“ 33 , 0 'P'= 0 '/>', e Ma 

per l’equazione cos/J=col«cotj' 1 ’ angolo A'O'C' è retto a si- 
mìglianza dell’angolo < o pure dell’angolo 7; dunque la retta 
O'C' divìderà l’arco a'C'A' in due parti pei fcUanienIc uguali. 
Così essendo, basterà valutare l’arco a'C'e poi raddoppiarlo, 
per avere l’intero arco a'C'A'. , 

Ora i valori di z relativi ai punti a' c C' sono aperta- 
mente zero e c , e quelli che , in conseguenza dell’ equaziono 
c(c— z) = «*, ne risultano pera, sono c e zero. Ecco dunque i 
limili fra i quali bisogna prendere i due integrali anzidelli : con- 
che moltiplicando i risultati per e riducendo a briggiano i) 
logaritmo neperiano , ritrovasi 

«=Qo®, S=^-^( y-f-sen ycosT-) .*. . (XXXVII), 

cosj- a 

e quando y = go°', S=a 5 c[i 4 -^sen«tan*log(i-(-cos«)J... (XXXVIII). 

76. Le formole che nei due casi esprìmono l’ arco a'C'A', 
si presentano sotto Dorme indeteiTniuatc quando si suppone retto 
in una 1’ angolo >, e nell’ altra 1’ angolo a, cioè quando la se- 
zione retta a'C'A'" della volta non è diversa della cicloide aCA. 
Ma cercandone i valori colle note regole del calcolo dillcrcn- 
zialc , si trova per entrambi /fc. È poi noto d’ alt ronde che 4 c 
è la lunghezza della cicloide generata dal cerchio di diametro 
c (*); si ha dunque in questo confronto una pruova dell’esattez- 
za dei nostro calcolo, c in pari tempo la superficie della volta 



d Lacroix , clcm. dicale, n.* 117, 
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( die allora diviene retta ) risulta espressa dalla forinola sem- 
plicissima 

S = 4óc .... (XXXIX). 


Fig.n. 


77 . Sia fiaalmente la base aCA della volta una catenaria 
posta a rovescio. Presi per assi delle k e delle s 1’ orizzontale 
e la vellicale condotte pel vertice C della curva ^ 1' e(]uazions 
di essa è della forma 


X = JÌ Log ■ ■ ■ - 4; ^ 


o 


Noi la renderemo anche più semplice ponendo ^-f.s=u : il 
che equivale a permutare l’asse CT delle x nell’altro lU che 
gli è parallelo e distante per la fa tal modo l’equa- 

zione jirecedenle diviene 

* = ^Log , e quindi si ha dxzz ~^^_j Ty 

Con questo valore di dx la formola per la quadratura degli spazj 
simili ad ICMU ci dà subito 

nè vi è da aggiugnere costante , perchè la parte variabile di- 
viene zero in attribuendo ad u il valore A dell’ ordinata C , 
da cui 1 ’ aja si vuol cominciare. 

Restituendo ad u il suo valore in c, 1’ aja ICMU risultf 
espressa da >^i/(a..^z-|-z*) , donde si cava che essa è quadra- 
' bile. £ poi notissimo che la catenaria è rettificabile , e che po- 
sto l’arco CM = r si ha x = \/(a.<^z+**) 7 1’ aja ICMU 
uguaglierà semplicemente A». 

La superficie .che a noi più importa misurare essendo quel- 
la del segmento aCA , per ottenerla si dee lare z = c nella 
di Jei espressione , e tolto ciò che ne viene dal rettangolo 


(*) Yentuioli , meccanica , tomo I , n.* 18». 
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AI = a(^>|-c), bisogna duplicare il residuo. Allora inoUipU- 
cnndo il risuUato per la distanza b' fra i muri di fronte , il 
vano interno della volta sarà espresso da una delle due formole . 
V =[a a(y/+c )-y/V'(a^c-|-c*)} 6 ' 

v=[(/+a)c*-(/-a)l*].i 

nella seconda delle quali l dinota l’arco C A , ossia /=s/(a/^c-f-c*). 

78 . Nell’ applicazione di queste fornaole si li.i bisogno di 
conoscere A o l cavandoli dai dati , che secondo il consueto 
suppongliiamo essere la corda a a ed il sesto c della volta. A 
tal line sostituendo a e c per x e t nell* equazione della cate- 
naria si ba 1 ’ altra 

«=^Logl^±£±}:^^t^, 

che determina il valore di A. Ma questa essendo trascendente, 
non si ha regola generale per risolverla, e solo {>er tentativi di 
false supposizioni , che con sagacia bisogna siicccssivanicnle cor- 
reggere , può sperarsi di ottenere un valore approssimativo di 
A {*). Sarà dunque meglio far capo dall’equazione diilcieiiziule 
della catenaria che è tlx\/(3A 4 dz. Questa ci dà 
per la tangente trigononclrica dell’angolo che un elemento qua- 
lunque della curva contiene coll’ asse delle x la Ibrmola 
dt y/(aA t+z*) 
dx~ ~A ' 

Ora nttHa hupedeiidó che in A ( o dovunque altrove si creda 
che la curva abbia cou più esattezza la sittt vera forma ) si iiii- 
surino con diligenza la verticale nr e la orizzontale ra di im 
arco a a , che per la sua piccolezza grossa stimarsi rettilineo ^ 


O Su questo propoeilo mcriuno di esser citale le ingegnose riiolniìonf 
di alcune equazioni numeriche trascendenti , date dalP egregio analista italiano' 
Szunaod. Calcolo lullimc , tomo IV , nota al a.* Sji. 
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se queste rette si cliiamino p e q, il valore di ^ potrà dedur- 
si d^ir equazione semplicissima 

p ^{nAc-\-c*) 

Nolo poi A j si avrà pure il vuloi'c Tdeli' arco AC per l'equa- 
zione /= «/(a ^c-f c’). 

79. Questo nietodo va adoperalo quando la catenaria siesi 
descritta per punti. Al contrario, supponendola descritta mec- 
canicauienlc col segnare in un piano verticale 1’ orma di una 
catenella unirurinc , attaccata a due punti fìssi ed ugualmente alti, 
/ dinolcreldie la conosciuta metà della catenella ,e l'equazione 
/ = \/(3 y/c-f c*) servirebbe a determinare il valore di A- 

80. Passando a considerare la superficie della volta , ne ri- 
ferisco la sezione retta o'C'A' agli assi I ' 0 ', l'U 'uniti fra loro 
sotto r angolo n — H. Allora per la rellillcaziouc di questa curva 
si dovrà ricorrere alla forniola 

«'=yy(</u'*qr2c/a'd*'c0S/24-d*'*) , 
dove il segno — si rapporta al ramo C'A', ed il-pal ramo C'a'; 
e dove le u' , y dipendono dalle u , 'x per le solile equazioni 
(A) del 11.» 33 

tt'=useny, x'=xsen«. 

Quindi se l’arco della sezione retta si voglia esprimere (come 
nel n.° qZ ) in funzione delie coordinate primitive della cate- 
naria , basterà sostituire nella detta formola i valori di dìi e 
dx' espressi per l’ equazioni 

<zu =dusenv , dr=axsen«= 

V{u*-A*) 

Così operando si ottiene dapprima in u 
,_fj v^[.<d*(sen*< — sen’y)':p2y^cos«cosyv/(«’— .<d*)d-«*senV] - 

ma poi facendo tf—A*=f, si trova più semplicemente in fun- 
zione di < 


, / dt\/[^A*&eii*a+ 2.(d<cos«cosy4-t*sen*y] 
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Or questo integrale (lipide dalle funzioni ellitticbe dette dal 
sig. Lcgendre <li terza epecia ^ che sono le più diiiiciii a cal- 
colarsi , e per le quali non vi sono nè, poteano esservi delle ta- 
vole che ne contenessero i valori. Qualora duuque si aspiri ad 
una grande esattezza nella misura della superficie della volta , 
non si può fare ammeno di impegnarsi in un calcolo, laborioso. 

8 i. hla se in cambio si voglia esser contento dì una 'me- 
diocre approssimazione , potrè seguirsi un metodo analogo a 
tftielle che si è tenuto nel n.* ^3 , e nel caso attuale =può il • • 
■nedcsiiDO applicarsi in doppio modo t lasctundo cioè sotto del 
segno y* or 1’ uno or 1 ’ altro dei due radicali. DiCtUi se questo 
si supponga essere il radicale trinomio , che per hi’e.vitn chia- 
- mo R , basterà per efieltuare 1* integrazione ridurlo prima a bi- 
nomio colta ordinaria sostituzione , e quindi paragonarlo alla fur- 
mola(H)del n.**65. Se poi si lasci sotto al segno /'il radicale bi- 
nomio , l’ integrale completo è notissimo , e dalla forinola re- 
cata dui signor Lacroix net n.'° i84 dei suoi elementi di cal- 
colo , risailà espresso semplicemente da Log[t-|-\/(A*-|-i*)']-f.C. 

In ambedue le ipotesi i valori definiti degl’ integrali , di- ' 
pendendo dai limili fra i quali devono estendersi , è d’ uopo 
conoscere quali questi sieno. A lai fine osservo , che se gl' in- 
tegrali fossero espressi in u , i limili di questa variabile « tanto 
per l'arco C'A' che per l’arco C'a', sarebbero palesemente 
u = a#, ed u=.A-\c. Per effetto dunque dell’ equazione 
avremo per limiti di /, laro e / = v^(3a/c-}-c*) = /. * 

Ciò posto , se per giungere a risultati più semplici , prefe- 
riamo la seconda ipotesi , cioè che siesi lasciato sotto il segno/' 

' il radicale binomio , il valore dell’ integrale definito , dedotto 
fra i limiti t=o, e <cf dall’integrale completo, sarà 

alog - = xlog-p— = X 

» * 

83 . Ma ciò non basta per l’ applicazione del metodo di cui 
si vuol far uso , bisognando ancora conoscere il massimo ed il 
»o 
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miiiiiBO Tafore che fra gli stessi limili tso , tsi può avere il 
radicale trinomio ^ portato fuori del segno A questo riguardo 
Oìiservo , che quando nel doppio segno si ritiene il -f > 
quando trattasi del ramo C'a\ il massimo ed il niinimo valore 
del radicale kau luogo apertamente col maggiore e minor valore 
di r, onde sono rispettivamente espressi da 

^sena, e v^(^sen*a-l-a^/coftacosj-+f*s®"^) = ^* 

83. Una nsaggiore dichiaraiioiie è però necessaria quando 
si considera il segno — , che si riferisce al ramo G'À'. Allora^ 
in grazia della chiareem , è bene rappresentare colle ordinate 
di una curva i valori del radicale da<=ofino a (=/. I^r larlo 


pongasi il radicale sotto la forma 

. . .</sena y^cosacosy 

sen 7 \/(p*— agt+t ) , dove p= > g = > 

e facendo i<*=<*-ag/+p*=(/-g)*+p*-?*> si costruiscala cui> 
va espressa da questa equazione. Sarà, desse una iperbole equi- 
latera rappresentala nella hgura ao , dove gli assi delle te»'’ 
/Vi'.so.sono le rette OT, OV ; ed è OQ = <7 ♦ ed. il se'naiusse trasver- 
so QNsv'Cp*— 2*)- Perchè non vi sia dubbio circa la posi- 
zione dell’ iperbole per rapporto a quest’asse, deve osservarsi 
che è reale, o vero die p*>7*. I>if'atti i coseni 

quadrati degli .nigoli «, >•, e di quello die la rettali' (^//) 
comprende colla perpendicolare al piano ACn.^ dal punto I, 
dovendo per un piiucipio notissimo , aver per sniniua 1’ unità , 
dee nccessai iaineute essere i >cos‘«-|-cos*y, mule sen*»>cos*3' 
e del pari sen ’y >-cos’«. Ma dai valori di /> e di g abbiamo 


(/(sea*asen*>— cos*«cos*;f ),dunquc la reaitò 

^ seny 

di questi radicali è assicurata.. 

Col mez'io della curva descritta, supponendo OP = /, le- 
ordinate della parte VM di essa rappresenteranno tutti i va- 
lori die può as.suincre il radicale v^(p*— 3 2^ + ^*} da t=o lino* 
a t=/. Ora è nuiuifcsto '■ ' 
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1.® che quando / è maggiore di aOQ ossia ay, cloh a 

dire qiumdo /sen*7>a^cos«cos^ , la minima ordinata QN c 

la Dias:>iiud P.M currlspoudouo alle ascisse l~q , e kzi ; onde 

gli aiialùglii valori di/Z=i>sen^ sono espressi rispetti vuinciite da 

j4 ' 

v'(sen*«sen*7-cos*acos*;')=n , 

seu7 

v^(^*sen*<e-a>^/cos«cos7-f-/*sen’7)=m ; 

a.® quando / è di valore intermedio » q e aijr, come la 
OP', i valori minimo e massimo dell’ordinata corrispondono a 
t^q , e t=o f onde quelli di Jt sono n ed ^ seti a ; 

3.” Gnaliuenle quando / è minore anche di come la OP", 
il minimo ed il massimo valore dell’ordinata currispotidono a <=/ , 
e teO i onde quelli di R vengono rappresentati da /n ed y/ sen a. 

Prendendo adunque la semisomraa dei due limiti trovati 
per ciascun caso, unendovi quella degli altri due che hàn luo- 
go per Parco Ca' , e moltiplicando il risultato per iVJ, avremo 
prutsimamenle per la su[>crncie della volta 

t S=J(y^scn«-(»^-f-»is-f-n) quando /seu’y^a^cosacosy, 
(XLI).. ?S^[</seu«+;(/U+/«)]lVó, quando /sen*7<y/cos«cosy, 
jS=f^seii«-Ì- 1( ^4“.^ 1 , quando lseu*>’ si trova fra 

^cosacos7 c a^cosacns^. 

84- Nei due casi più semplici che sia retto 1’ angolo « , o 
pnre l’angolo 7 , si ha rispeltivameiite 

• * -}. v^(^*+0 ' ’ 

onde ponendo nel s.® f=^tan9, e nei 3.® /=^senatan^, divengono 

• dip ' r do 

^(i-cos*7sen*^), ya^sen*^- ^ 


cos*^v( I - cos*«seu *^ ) ' 

Or questi dipendono dalle funsioni ellittiche del signor Legeii- 
dre. In fatti, quanto al primo P iutegraxione per parti dà 

|•7seu’9)=lan^v'(^^os*7sea*9)•f-cosS /* — ?.. 

J </{i cos*7seii*9) 

ctan9v'(i-cos*7sen*9)-;/i/9v/(i-Cos*7seu*o) A-C-r, ^ . 

7v'(i-cos*7Scu*9) 

Quanto poi al secondo, detto per brevità A il rudic.ilu , pongasi 


/ cos'j 

/cns*9 ^ 
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c HelPiTnioiiiulo H,K,Ij con uguagliare nei due membri i coef- 
iicienli di cosp , dopo averli liberati dal segno / colla dilibren- 
ziazioue, e poi da rotti, si avrà 

/ (/p _ Atanp JAdp _ f 

Acos* 9 ~ scu*<t scn*j A 

Inoltre, essendo zero ed / i limili dei due integrali espres* 
si in r,. e condizionali ad indicare la metà C'A' della sezione 
rutta A'C'a', avremo pel i.° integrale espresso in f i limiti 9=0, 

e 9 = arc.tau— ; e pel 2. 9=0, e 9=arc.tan — ^ . 

Adunque prendendo fra questi rispettivi limiti gl’ integrali 
trovati, e poi moltiplicando il valor del primo pera^^j, c quello 
del secondo per a^ósen*« , avremo nel caso dell’ angolo >=90° 

V-^(;^^^-E(cos* 7 .<P)+F(c‘>s V . 9) l- ( JvLIl) , 

e nel caso dell’ angolo 7=90° 

«EGLI ARI'RI RAMPARTI. 

85. Talora le volte cilindriche praticate al di sotto delle 
opere in pendio , come tetti , scale , ec. invece di secondare , 
atlruverMno la direzione di quel pendìo cui loro lati ,.pcr altro 
orizzontali e perpendicolari ai piano degli archi di tali volte. 
Il carattere che le distingue dalle ordinarie volte cilindriche in 
pendìo è, che le prime sono apjioggiale sopra piè dritti di al> 
tozze disuguali , e quindi le loro cui'de risultano inclinate all'o- 
rizzontc. Meritamente percifi' queste cortle si dicono iirmt di 
pendio, e le volte stpsse chiamausi ardi rampanti. 

8(3. Le centinc degli archi rampanti sono ordinnriameiile 
iurmatu di due archi circolari descritti con raggi a centri diverr 
ip, e le condizioni per determinarli sono 
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I. ® eh€ i dtu archi devono raecoréard fra hro , * coi 
rispettivi piè dritti / 

II . ® che la tangente cornane nel punto ove ei eongiungo- 
no -t uno all’ altro, abòia una data inclinazione alt orizzonte. 
Siccome poi il termiue sBperiore , o vero la sommità dell' arco 
rampante suol essere parallela a questa tangente , e dippià , 
quaudo essa è orizanntale , determiiM il punto più alto dell'ar- 
co , così d' è venuto ebe la tangente stessa cbìanasi linea di 
eommità. 

87 . La linea di sommità ed il ponto di contatto esistente 
in essa , determinano la linea di pendio ed insieme i ceneri 
e i raggi dell* arco discontinuo da costruirsi. * 

Vicevr. sa , la linea di pendìo e la semplice inclinazìane 
della linea di sommità , bastano a determinare la posizione 
di questa linea , F areo da costruirsi , e il di loro contatto. 

Dimostriamo queste due proposizioni r pei' la prima Sie- 
ne a'e , A'C le direzioni dei piè dritti , e cC, D d inolino 
la linea di sommità e il pmito dato in essa. Portando c D' in 
ca c CD in CA , e menando le aO , DO, A O' perpendico- 
lari alle rispettive ca' , cC , CA', verrà aO = DO e DO’=AO'. 
Dunque gli archi aD, AD descritti coi ecnlri 0,0' e coi 
raggi OD, O'D si raccorderanno fra loro, toccando aniendiie 
la cC in D; e si raccorderanno coi piè dritti toccandoli rispet- 
tivamente iu a ed A. Inoltre la retta a A sarà la linea di pen- 
dio ; ed è manifesto che risulterà parallela alla linea di souiiiH- 
tà , quando il punto di contatto- D è nel’mezzo di essa. 

Prendiamo or» per 'dati Ila posizione della linea iii pen- 
dro.a A e la semplice inclinazione della linoa di sommità, ^ 

ducendo a piacere una retta eE similmente inelinata all'oriz- 
zonte , si descrivano gh archi af, A F coi punti e , E come 
centri, e coi raggi e A , EA. La parallela cC alla eE, mena- 
• ta pel punto D in cui le corde di tali archi s’ intersecano ,' ci 
darà i triangoli, ocD , ACD simili rispellivanicutc ai dueaey„ 


Digitized by Google 



( 7 «) 

AI^F ; ma lu questi abbiamo jier la coalruaione tasef, £A=£F ; 
dunque nei primi sarà del pari ca = cD, GA=CD. Laonde ri- 
trovandoci per rapiK>rto alla retta cC e al suo puoto D , nel 
medesimo caso della figura precedente , il resto della costru- 
zione si eseguirà del pari die iu essa ; come la figura il di- 
mostra. 

88. Se si vuole che la ceotina dell* arco rampante aia uua 
curva continua , si potrà soddislare al problema con una semiel- 
lisse ; anzi in tal modo insiemi! alla linea di pendìo può anche 

f^g.a 3 .cs&Ki- data quella di sommità. Per dimostrarlo siano oA , cC 
queste due linee , e dovendo la semiellìsse domandala toccare 
i piè dritti iu a cd A,il di lei centro sarà nel punto medio O 
delia aA, c il diamcU'O coiijugato ad a A sarà dir.etlo secondo 
la verticale menata per 0 . Per delcrminarne la graudezaa basta 
ricordare la bella proprietà dell’ ellisse , per la quale il qua- 
drato del semidiametro conjugnlo a cC jiareggia il rettangolo di 
a c iu A C ; onde quel seiuidiaiuetro si ottiene con una sem- 
plice media proporzionale tra ac ed AG. 

Si può anche trovare facìlmenle il punto D di contatto , 
osservando che siccome per una proprietà delle curve coniche, 
la 0 G è terza proporzionale in ordine alle O K ed O A , esser 
dee parimente HD terza proporzionale dopo le rette cognite 
IIK ed HG. 

89. ]Nel caso della linea di sommità parallela c quindi u- 
guale a quella di pendìo , la citata proprietà dei diametri con- 
jugati ci dà per semidiametro conjugato di a A la verticale 
menata per O sino ad incontrare la linea di sommità. 

90. Nel caso poi che insieme alle linee di pendìo e di som- 
mi là , fosse dato in quest’ ultima auco il punto di contatto , la 
cenliua dell’arco rampante non potrebbe essere, in generale, 
una semiellìsse ; ma bensì una composizione di più archi circo- 
lari (*) , di cui credo non dovermi , occupare : mentre rimanen- 

(*) Rondelct , arte di edi/lcare , tomo II, pag. r45, ediz. del 181 4 
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«k> sempre nelle costrusioni qualche cosa aU’ arbìtrio dell'dixItU 
tetto , b da credere che egli sappia disporue in modo che le 
costruzioni stesse risoltioo le più semplici , TaTorendosi così la 
economia e la esattesiii del lavoro.. 

91 . Esposta ioUalo la generazione degli archi ranipnli , 
conviene che passiamo ad occuparci della loro misura. In que~ 
sta ricerca potrei assumere per dati tutti quegli elementi clic 
sono concorsi alla costruzione dell' orco rampante , essendo Leu 
naturale il sapporli cogniti all’ architetto direttore o esecutore 
dell' opera. Ma alenili di essi , come la linea di sommità , i 
f^SS* > sono che linee di opei'aziuue , di cui non re* 

stano tracce nella fabbrica ; cd ù sempre meglio , ( anche per 
pronunziare sulle questioni che potrebbero elevarsi in fitto di 
misura ) il prendere per dati quelle linee che più facilmente si 
possono misarar sopra luogo , o che immediaUmente ue dipcn- 
douo. Le prime sono la larghezza a'A' dell' arco , le altczle'^^"®^' 
aa'f A A' dei suoi piè dritti, e quelle degli estremi dell’eslra- 
dosso , il quale essendo ordinaiiaiuentc parallelo alla linea di 
sommità , puh supporsi indicalo da e£. 

Da questi dati primitivi e per se soli suflicienli , si dedu- 
cono subite le lunghezze e la inclinazioni all’ orizzonte delle li- 
nee di pendìo e di sonimilà , non che la diili rcnza tra la parli 
sD, CD in cui resta divisa la linea di suuimità dal punto di 
eontalte. Infatti pouendo<z'A'=a a', A A'— an'=<i, C A'— ea'sd'' 
a cliiatuando tt e y quegli nugoli d’ inclinazione, si trova 
aA = >/(4a'*+d’) , cC = v'(4a'*+d'*) , oD-CD=(/-dV 
^ d' . . , , 

lan«= ; , tmi^ = , ed e noto che a =«cos*. 

a « a a' 

Quindi notando con aa cd s la linea • di pendio e quella if* 
sommità , tutti i nostri dati saranno «, a',‘ tl , d', s , a , y ’y 
quaiitimque non sieno indipendenti che tre soli a', d , e d'. 

Da questi da'ti si ricavano prima di lutto i valori delle rett- 
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te cD e CD ; mentre conoscendone le iomma e e la difiereoia 
d—d', si ka tosto 

cD=ì(a+d-rf'), CD={(a-d+d'). 

Inoltre essendo y 1’ inclinazione dalla retta eC all' orizzonte , h 
chiaro che gli angoli aeOf AGO verranno espressi da 90*4-^, 

e 90®- y ; le loro metlt acO , ACO’ da ; e 

a 3 

quindi i raggi aO , AO' da cD tan(45®+-j) , CPUn(45*-^) 
Chiamando dunque r ed r’ questi raggi , avremo 

r = ;(r4-d-d')tan(45»4.|-):;ì(e4.d^d')cot(45“-|^) , 

r'=i(r-d+d')tap(45*-f). 

Ma da un’ altra parte gli angoli oO D, A O'D come supplementi 
dei due acD , A CD vengono espressi da 90“— >, 90*4- y. Dun- 
que moltìplkanda l’ arco discontinuo oDA , somma dei due 
o D , AD, per la spessezza dell' arco rampante , che diremo ò , 
la superficie cilindrica del medesimo sarà indicata da 

S=-^[(e-ay)r4-(*+»y)'-'] • • • (XLIV), 

0 vero , scrivendo per r ed r' i loro valori , 

S = ^(a-dfd')(-4ay)tan(45®- t)+(s+d.d’X*-aj')cot(45»-?)J. 

93. Questa espressione e le precedenti prendono delle for- 
me un poco pib semplici quando le linee di sommità e di peur 
dìo sono parallele : poiché allora essendo essa ed msy 

divengono 

r=acol(45*-— ), r'=otw»(45»- 

3 2 

S='’^t(^ + a.)len(45*— l)-KT-a.)cot(45»- . 
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• 93 . Di maggiore importa&ca è la formoU che dà il vano 

dell* (**) arco rampaole. Per rilrovarla asserviamo che ■ 

trapezio acDO = r , tra|>ezio ACDO'=r'— — — , 

settore aODs|r*(«— 37 ) , settore A 01 Dfcìr'*(* + ay) ; 
dal che si deduce 

trìlineo acD=-^[3(f+d-d')— r(T-3y)] , 

■ ' , - - . ' 

triliueo ACDs— [3(j-d4.d’)— r'(v+ay)]. 

4 ' • ' 

Ila abbiamo da nu’ altra parte . ' 

a* A! 

trapezio aoCA= — ^X( oc+AC)=— j-xeC = o'a ; 

dunque sottraendo la somma dei due trìlinei da questo trape- 
zio , e moltiplicando il residuo’per 6, ^avremo per vado dell’ 
arco rampante (*) 

^[4a'*-3r(i+d-d’)-2/(«-«H-d')+P'(v-37)+'''’(-+aj')]-(XLV). 

g4- Nel caso ordinario che le linee di sommità ‘ e di pen- 
dio sieno parallele , questa formola si riduce a 

va^8ao'-4a(r+r')+r*(.-3«)+r'*(* + a*)]...(XLVl), 

e vero , in funzione di a , h ed « , (") 
o* b 

v= i-J-sen*«)— 4(«— sen«cosa)sen«']... (XLVI). 


(*) QuetU formali e le due del numero tegueote rimangono «atte an- 
che quando i lati dell'- arco rampante non tono perpendicolari ai piani di 
froate, solo che per h a' intenda in tal ciao la dùtanaa oriuoolale di quei 
piani. 

(**) In varie formoie di qaest’ articolo gli archi soggetti a linee (rigono- 
meoriche moo eapresai io gradi e minati , come da prima ti preteutano nella 
loro determinazione ; gli akri poi ti luppoogono «premi in patti del raggio 1 

li 
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95 . Minor brìfi ei ckrà rarro ratapanCe ■ centina el bilica 
dellii Ggura a3. In esso , a tenore della costrosieae datane in> 

^^•sJ.Qanzi ( 88 ), le rette nc ed AC sono cognite; (quindi chiaman- 
dole c e c', avremo all’ istante, per la proprietà di sopra in- 
dicata , OBcv^oc'. £ poi {'angolo AOBsqo*— donque la 
semiellisse nBA verrà tosto indicala da 

» ov^cc'.senCgo®— «)'=Tacos«.v^cc'=ea's/co' 
per essere ncos«=a', e moltiplicando per la lunghezza ft del- 
r arco rampante , il vano di quest' arco risulterà espresso da 
y=nrabcos*.y/cc’='w a' b\/c c' , . . (XLVII). 

96 . Fcr avere il semiperimetro elliltico aBA , da cni di- 

pende la superficie curva dell' arco ramjHtnle, chiamiamo j 4 e 
C i semiassi maggiore e minore delT ellisse , ed < il rapporto 
della sua eccculricUà al. semiasse naaggiorc. Saranno (34> . 

Jtf + IM M-H 3y/JUN 

M+N ’ 

dove Af=v^(a*-faacos«.v^cc'q-cc') , W=v^(a*— aacos*.%/cc'-f-cc'); 
e in fine la detta superficie , secondo la notazione adottata noi 
u.° 33 , verrà espressa da 

S = a^A.E'(i) . . , (XLVIIl). 



9 simiglianza di quelle linee. Foiclic dunque 'solamente queste si Banno eoe* 
espresse dalle tavole , nois sarà sttfecIW ricordare al lettore ohe nelle appli- 
cazioni Duioeriulic di dette forinole , per ridarce in parti dei raggio i gb ar- 
chi non soggetti a lioce Irigooomelrìdia , bisogna (8) CDaveitirli in soli mi- 
nuti primi , e poi moltiplicarli per ''=0,00029. Avrei potuto indicare que- 
sta operazione poueiido uii accento a fianco degli arabi in quistionc, e dan- 
doli per cuedicieiite w'. come si disse issi citato numero. Ua non l'ò fatto 
per couservaic all’ espeessioni la loro forma più semplice c più geaanle. 
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BlLU U/CI nUTICATI * TUVSISO TMTS CIUCtsaiCHE 

BETTE , E DELLE COSÌ OBTTS Va» M DMIcns. 

, * * . - , I 

97- (linoli nel quadr.-into cllitlicoAOC la metà ileirin-i^'A-aV- 
trodosso eli una volta cilindrica retta , die abbia per asse OY, 
e sia cstradossata in una qualunque delle maniere di^chiarate nel 
n.® 43" Nel piano verticale menato per la AB' parallela all’as- 
Bngasi descritta un’altra semiellisse B'à'A’ di centro A e 
di semiassi AB', AC'; e prendendo questa semiellisse per base 
di un secondo cilindro retto , suppongasi che ì suoi lati si ar- 
restino da una jiarte all’intradosso, e dall’ altra all’ estradosso 
della volta. Nè nascerà sul ]U'imo una curva .B'EA' projettata 
orizzontalmente in B'E'A', e che in generale ' sarà di doppia 
curvatura (’). Ora sup|K>nendo che dal massiccio delia volta , 
sia tolto il volume terminato al disopra dalla superficie del se- 
condo cilindro , ai fianchi daif intradosso ed estradosso della 
volta, e per di sotto dal piano ideale dell’ impostatura , il vano 
risultante dicesi lue» o lunetta del)a volta ; perchè d’ ordinario 
serve ad illuminarne l’ interno. ' 

98 . QuesU generazione della lunetta sarebbe la più sem- 
plice, se le due curve ellittiche, da cui dipende , fossero semi- 
cerchi ; come ordiuariamentc accade. È perù da noUre , che 
sovente per rischiarare vieppiù il soccielo della volu, o per 
altre ragioni , si usa dare ai lati della lunetta una piccola in- 
clinazione in sublime (•*). Per distinguere le due specie di In- 

(’) É qu«U la ewTa che Frèzier nel «uo trattalo sul taglio delle pie- 
ire . chiama cictoimire quando amendue i cilindri , dei quali è inlerieilooe , 
sono retti e di bare circolare ^ ed eilitsimire quando il lecondo cilindro ì 
bemi di base circolare , come il primo, ma (dibliquo. 

(••) Honddet,^o»iCTvando che queua ditpoaizione deUa luoetU i in pari 
lem^ contraria al buco guato e alla tubilith della volta , prenile occaaioiie 
di ripetere una ma mauima così concepiu t ciò che non contiene per la 
forma o per la disposizione , i quasi sempre contrario alla soUdilà. Arte 
ili edificare, tomo II, pog. 234. 
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nette rdatirc a queste due ipotesi , una potrebbe dini n sca- 
drò o r»tta , e i’ altra obblifua. 

9Q. Nel caso della luce obbliqua , sebbene praticata in una 
volta di giusto sesto ; e nel caso di una luce qualunque , ma 
scolpita In una volta di orco a tre centri ( e che io pratica può 
non di raro aver luogo ) , la misura rigorosa della superficie e 
del volume della volta esige dei calcoli molto laboriosi ; ed io 
non ne pubblico le formolo che ho pure trovate , e che po- 
trebbero , occorrendo , formare il soggetto di una Memoria spe- 
ciale. 

A vero dire , anche il caso , più semplice , della luce dap- 
prima (97) definita , presenta delle diOicoltà che qui non cerco 
superare ; ma avendo ottenuto buon successo in quel che ha 
di più importante, non ho creduto per questo di dover dero- 
gare alla generalità ed alla eleganza di cui erano suscettibili le 
formolo principali , da cui pur dipende la soluzione completa 
del problema. 

100. Per dare ai calcoli la maggior simmetria che per me 
è possibile , scelgo per assi delle ic , y , e z 1’ asse della lu- 
netta , quello della volta , e la verticale condotta pel punto del 
loro incontro: le quali rette sono indicate nella figura da OX, 
OY ed OZ. Allora, chiamando a, c i semiassi OA , OC del- 
V arco della volta, e ò , c' i semiassi AB', AC' della base 
della lunetta , 1’ equazioni delle loro superllcic saranno rispet- 
tivamente 



ed il sistema di amenduc esprimerà, la curva in cui s’ interse^ 
gano. 

Suppongo prolungata , come vedesi nella figura , la super- 
ficie della limetta dall,-) linea B'Ei' sino ad incontrare il piano 
YOZnella curvaBC"£, clic sarà una semiellisse simile , uguale 
c similmente disposta all’ altra B'C'i'; e per economia di caf- 
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colo cerco da principio la misura di questo prolungamento, che 
per brevità chiamo oomplemento della lunetta. È chiaro che il 
differeoxiale di esso uguaglia il prodotto del difierenziale della 
sua sezione retta BG"6, espresso generalmente da v^(d^*d-dz*), 
nel corrispondente lato x disteso fino alla superficie della vol- 
ta. Ma dalle rispettive equazioni {t) c ( 3 ) abbiamo 

dunque sarà 

as/(c *- z V [e ' <+ C 6 - c ' *)**! 
ccV(c'*-z») 
il differenziale della superficie di detto complemento. 

SOI. Similmente , la faccia curva della lunetta , terminata 
dalla linea B'£6' e dalla retta B '6', essendo parte della super- 
ficie cilindrica della volta, di cui AGO è sezione retta ,, il di 
lei differenziale ' sarà espresso dal prodotto del differenziale di 
questa sezione, generalmente espresso da \/(dx* + ds*) , nel 
lato y disteso fino alla superficie della lunetta. Ma per l’ equa- 
zioni ( 1 ) e ( 3 ) abbiamo 

v4c*-K«*-cV], , 6v^(c'*-z*) 

^(dx-+dz^)=J^^^^^dz, cdy= ^ V 

dunque il richiesto difierenziale verrà espresso da 
.Ay(c'*-z»V(c<-t-(o*-c*)z*l 
cc' v'fc'-**)- 

103-. Se non che ( ed è questa la diflicollk clic pocanzi (ggi) 
aveva in mira ) io credo che sarebbe qui fuor di luogo l’oc- 
cuparmi dell' integrazione delle forniolc (li) e (K) : perciocché 
mentre da una parte è molto laboriosa , ed in gcu ernie non si 
riduce all’ oso delle tavole ellittiche , da un’ altra parte le due 
superficie per esse misurate non dificriscuiio gran fatto una dat- 
l’ altra. Ma nella valutazione della superficie di Una volta in- 
terrotta da luci , una di quelle superficie deve unirsi è 1’ altra 
sottrarsi dalla siipeificie della volta, risguardata come conlinmr. 


■ 'dz 


(K). 
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Dunque |>cr la ricLiesla misura si potrà- riteoerc quest’ ultima 
su|>eiride, csjiressa come innanzi (4i) si è trovala. 

Si può ancora con più approssiuiaziuue seguire il metodo 
usato nel n.” 74 , escludendo nell' integnizionc di (H) uno dei 
radicali esistenti nel numeratore , ed iu quella di (K) uno qua.*, 
lunque dei tre radicali che vi si contengono. Difatli cousidc-t 
rando da principio le metà del complemento , e della superfi- 
cie die la lunetta toglie via dalla volta , i limiti di amendue 
gl’integrali sono ad evidenza z = o nel punto 13, e s = c' nel 
punto E. Ora si liauno prontamente fra questi limiti il massimo 
e il minimo valore di tutti quei radicali. Da un'altra parte, 
ciò che si assoggclta all* iutegraziuue può valutarsi con molta 
esattezza ( come vedremo fra poco ) mediante le funzioni el- 
littiche ; niente dunque manca perchè si abbiano varie coppie 
di' limiti fra i quali son compresi gl’ integrali richiesti : due cioè 
per (H) , e tre per (K). Onde prescegliendo per ciascuno quella 
coppia i dì cui termini diiTei'iscono meno un dall’ altro , la se- 
misomma di tali termini esibirà a un di presso il corrispondente 
integrale. Il numero dei limili degl’integrali in questione si ac- 
crescerebbe anche più , escludendo dall' integrazione due dei 
tre radicali esistenti in essi , con che si eviterebbero pure le 
funzioni ellittiche , in luogo delle quali. non si avrebbero a con- 
siderare che le trascendenti ordinarie ; ma allora incontrasi al- 
quanto più di pena in determinare il massimo e il minimo va- 
lore , che fra i limiti e = o a t=c' assume ciò che si esclude 
dall’ integrazione, senza forse ottenere allrgttanta esattezza nei 
risultati. ' 

io3. Del resto non è che io ordine alla generalità della 
teoria , che ho voluto partire da questo caso , che rignardo co- 
me 1.", ed in cui uè la volta uè la lunetta sono di giusto se- 
sto : mentre , se in pratica vi jiossonu essere delle ragioni o 
delle circostanze da esigere che la vollu sia di sesto ribassato o 
rialzato , uiuiia , io credo , potrà mai impedire che la lu- 
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nella Ma di giusto sesto. In questo II.” caso, essendo h — c', i 
trovali difTereiiziali (H) e (K) diverranno ris|ietlivaiiieiilu 
ab _ v'( 6 --r«)vlc 4 +(o‘-Os*l 

® ^ 7 ^) 

Il primo di questi , da cui dipende la superGcic propria della 
luce, sarà fra jmko integralo; ma circa il secondo, die si ri- 
ferisce alla superficie che la luce toglie via dalla volu , la dif- 
ficoltà à la stessa che nel I.” caso ; onde , ammeno che non vi 
. sìeno polenti ragioni da esigere molta esattezza nella misura , 
stimo potersi adottare lo stesso temperamento : cioè di sosti- 
tuire alla superficie della volta foruila di luci , quella della 
volta continua ; o anche meglio , di valutare a un di presso la 
detta superficie nel modo pocanzi dichiarato. 

104. Suppongo ora per 111 .” ca.so che anche la volta sia di 
giusto sesto, cioè a dire che aia a = c. 1 dillèreaziali prece- 
denti diverranno 

Ma , non polendo essere z maggiore di b , si c autorizzato a 
supporre c=àseii9, c quindi dr= 5 cos?>.d^'; dunque .sosti- 
tuendo questi valori di e c <fz , avremo in funzione di- 9 

a6d(pv^(i— — seu’9), , 

y/(i ;sen*<p) 


ovvero, iàcendo per brevità y^(i — jsen*?>) = A , 

. - . , 6V1— sen*i?)r/9 

ab^d(f . . . (h) , . . . (k). 

L’integrale di (h) si riferisce apertamente (ij) ail .ircFii 
deir ellisse avente per semiasse maggiore 1’ unità , e jter ec- 

ceoti'icilà — ; ma quello di (h)_ha Lisoguo di esser posto sotto 
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akra forina perche ti riduca all’ uso delle tavole ellittiche. A 
tal fine si supponga 

i-sen’ip , . 

— ^ = + 

dove A c B rappresentano delle costanti indeterminate. Libe- 

ò* 

rando da rotti, ponendo per a* il suo valore i— — sea’?, ed 

uguagliando separatamente fra essi i termini costanti e quelli 
moltiplicati per ten'f nei due membri , avremo 

a* . 

A_^, B_- . 

c così la formola (k) diviene 

. . . (k'). 

Resta ora che si trovino i limitj che p deve avere negl’ inte- 
grali di (h) e di (V). Essi dipendono per l'equazione ssAsen^ 
da quelli che avrebbe t integrando le fbrmole (H) e (K) ; ma 
questi ultimi , cercando da principio la metà del complemento 
della lunetta e della superficie che essa ascinde dalla volta , 
vengono rappresentati ( come si osservò pure nel n.** ioa ) dai 
valori -di t nei punti B' ed £, e quindi sono s=o e z=b : 
dunque facendo successivamente òsen 9 =o, e òscn? = ò, i li- 
miti di 9 saramio 9=0, e 9=90'' ì c gl’integrali di n<f9 , e 

di non saranno diversi dalle funzioni ellittiche complete di 

Legendre. Che però, seguendo la notazione adottata nel n,” 33 , 
avremo- 1 ’ intera sujrerficie curva del complemento della lunetta 

espressa in questo IH.” caso da 2ab'E'(-) -, e in [>ari moda 


sarebhcsi trovato 2aòE'( — ) nel II. “ caso , cioè quando si 
considera (II') in luogo di (H"). Tutta la superficie poi che la 
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lunetta porta via dalla volta (e clie nel I.” • 11^° caso non }>i:ì> 
aversi che con una scarsa approssimazioofl ) lè. nel 111.° caso 
espressa da 

A ' A -lA.- 

S=aa*E’(-)-a(o»-A*)F'(-) (XLIX). 

a a , ‘ 5 1 

105. Gjò posto, <|uando la sezione deli’i estradosso della 
volta è indicata da HKLD, o pure da ilK'l,il ritrovato com- 
plemento insieme .cgll^ superficie propria della lunetta formano 
quella del scinidiindro retto avente per base, il semicerchio 
BC"A,e |«r Ucp la retta OA', composta da 0,A e dalla spes- 
sezza dei rinfiauchi A A'. Ma chiamando a' questa spessezza, la 
superficie curva del seniicilindro viene uguale a irA(a-pa') ; 
dunque sottraendone quella del complemento , avremo per su- 
perficie propria delia lunetta scolpila nella volta munita di riu- 
fianchi 

A ■ ' 

S=[v(a-l.a')-2oE*(-)]i - . . (L)- 

c 

106. Quando poi 1’ estradosso della volta procede secondo 
la linea circolare HLD,si devono distinguere due ipotesi, cioè 
che sia un semicerchio , o pure un segmento minóre (4> , 3.°). 
Chiamando ^ il raggio di cotal cerchio , ed ammettendo la 
prima ipotesi -, quella parte della superficie della lunetta , .chu 
si estende dal piano ideale F G U fino all' estradosso , è data per 
la formo'a (L) facendovi o'=o e c = a = A {'). Togliendo 
dunque il risultato che si ha per tal guisa dulia stessa formo- 


(*) Se , divemmente dall' luo cornane , la voha fotae eslradowata io 
fornu di seoiiellwM , chianuiidone gli aiti e aC' , la pane della, nipertì- 
cie della luneiU , rbe dal piaoo ideale FGH ti eitende Suo all' eitradotso , 
verrebbe data per la forinola ( L ) ponendovi 0 *= o , e cambiando a e c 
\u A t C, Quindi souraeiido il ritullalo dalla itetsa forinola , rimarrebbe 
ta superficie propria delU liiiieila. 
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la (L) , avreaio pcf su[>efficie propria dell* lime Ha scolpit* nel- 
b volta estradoasaU iu forma di ssmicerebio 

S=[»(a + «^-^)-a«E'(i) + a^E«(^)]A ■ . . (LI). 

107, La cosa però è ben diversa nella seconda ipotesi y 
(quando cioè 1 * estradosso H.LD si supponga essere un segmento- 
di cerchio. CliiamandO' allora i la depressione del centro dà 
questo cerchio per rapporto al punto 0 , L' equaaione dell’ c- 
stradosso è 

. . . ( 3 ) , di dove x=s/\A*—{x-\-k)*\ -, 
onde moltiplicando questo valore di x per quello cite si trova per 
servendosi dell’ eqiiaaione del cerchio^ *4-**=:6-*, 
il difièrenaiale della superficie della lunetta , estesa dal piano 
BC"6'fino all’estradosso, verrà, indicato da- 


bdiy/\_A‘-{t+ty\ 

Or troppo ci vorrebbe per integrare questa formola con esattez- 
za pari n quella che nasce dall’ uso delle tavole ellitliche. Quin- 
di escludendo dall’ integrazione il radicale esistente nel nume- 
ratore., scgiiilereinq il cuiisuclo metodo di appro^imazion^. In. 

i I,. *, ^1* ^ ^ ^ 1 * . 

tal guisa 1 integrale di r preso da «=o fino a t=o , ci 

dù,f*^ (K, 75} e i valori ui.issinio e minimo di quel radicale sono 
, e \/\A*-~{b-i-k)*']^m -, che perciò-, molli- 
) jilicando la seinisomma di questi ‘ limili per \ ^b, e duplicando- 
il prodotto , avremo , a un di presso , per valore del com- 
pleménto 'della lunetta , terminato all' estradosso la formola 
5 x6 (Af-J-m). Ma si è Irovàlo innanzi (io 4 ) per valore del com<- 

picmcnto terni inalo all’ intradosso la formola 3aA£’('-) ", dun- 

(|ite sottraendo questa dalla precedente , avremo a un di presso. 
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|)cr la superficie propria della luaetU’ seolpiu ia una volta 
eslradossata in forma di segmento circolare 

» - • 1 iJ, .,f* 

io8. Vengo adesso alla cubatura della Uinelta , comincian- 
do pure dal suo complemento che suppongo diviso in elementi 
da piani orizzonlalì. Detta z l’altezza variabile M/n di uno di 
questi piani , si produrrà nella metà del complemento il retlaii- 
golo MPRQidi lati x ed y ,,e perù di superficie xy. Ma per 
1' equazioni (i) e (a) abbiamo 

a>/(c*-z*) Av/(c'*-z') 

*= ’•»'= — ? — ’• 
dunque 1’ elemento compreso fra due piani orizzontali , distanti 
fra loro per dt , sarà espresso da 

--%zv'(c»-x*)(c'*-t*) . . . (P). ’ 

* c c 

Osservando che z non può sorpassare e', suppongo s=c'senp , 
donde viene dt=c'cosf.d^. Con’ queste sostituzioni, e scri- 

c’* 

vendo per brevità A in vece di v^(i — — sen*f ) , la forinola 

precedente diviene a£c’(i — scii*^) 

Per ridurre l’ integrale di questa a dipendere dalle tavole 
ellittiche , suppongo 

y(i— 8cn*p) Adp = ^sen? cos ?A + J3/Adp+C/^ , 

dove A , B , C sono delle costanti ignote , e da determinarsi 
colla condizione che la supposta equazione riesca identica. Pri- 
mamente diScrenziando e dividendo per dp , viene 

c' * scn * o cos *0 C 

Acos*p = yd(cob*q>— sen’p) A -A pi? A^-— ; 

in seguilo liberando da rotti e scrivendo per A* il suo valo- 
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«e , si trova cos*9(r ^senV) = 


^(cos*9-seii*f)(i- _sen*? )-— /rfsen*^os*^+^(i-“ — jsen*?>)-f.Cj 

e finalmente istituendo i— sen*? in luogo di cos*9, ed ugna* 
glianiào. parlitameote fra loro i 'termini costanti dei diie menv- 
bri, e quelli aueUi da sea* 9 , é^quelh moltiplicati per sen^fi, 
nascono 1’ equazioni 

* = i+ — =a (^i + — , 1 = 3 ^,. 

per la risoluzione delie quali si ottiene 

yf-j, , C_ . 

Bitornando dunque alk supposta equazione identica , diverrlt 

essa realmente tale colia sostKuzinne'di questi valori 

C ; onde sarii il nostro integrale 

, ,, , . Lóc' a 6(c*-i-c’*j' ' a6(c*~e'*) 

abcfC^ dpcos*4i=-^ Asenfcosp-I — -^^—7 — ’f Adp — . 

VI’- "i-rJt ® «Il * • 5 ^ 

Or volendo con ^ questa formola calcolare, da principio la 
metà del complemento delia lunetta , i limiti di ^ sono tuttavia 
zero e c^°, come làcitmeatc si vede. Mai per aiacudue questi 
valori la parte senza il segno y è nulla, e dall’uno all’altro 

limite le due sommatone yA.d9 , y-^ esprimono apertamente 


c c 

le Xunfciuui ellitlicbc complete E‘( — ')j F'(— )•; dunque sosti- 

tuendolc in delta furinola , e raddoppiaiulo il sisultato , uvre- 
. - -, 1 ‘ ^ J , .i ,V 

uip, pet cuQiplemeuto della lunetta 

■ li ‘*'f • .■'"•‘-n» i ' il . ji’. miv4» ..iyj sUi/ • 

. posto y-allortliè la tolta -è ziuiàtla di' rinfionchi. , 

iiueslo compleinenlo insieme colia lanetta foimano il mezzo tir 

f 7 • { ■' 1 M i , iiMv, »• 
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Ikidi'o AvenCc p«r assi di sua base , a e', e [ler luto et + a'; 

, , 'W 

ed il volume di questo mezzo cilindro è -(a-f a' )&<;'. Sottra- 


endone dunque il complemento , resterà per vano della lunetta 
v=^[3«-(.-b^)-4(c*+c'*)E'(^)+4(c*-Or(^^ . . . . (LUI). 


iid. Se poi la volta è priva di riiiG.inclii , e da principio 
si supponga estradossata in forma di una semiell isse di assi 
e aC, allora fingendo che la lunetta cominci tuttavia dal pi.a- 
no ideale FGH , quella sua parte che terinina all’ estradosso 
verrà determinata per la furmola (LUI), facendovi a'=o , c 
cambiando a e c ia ué e C. E perciò sottraendo il risultato 
dalla stessa formula , si avrà nel residuo il vano elFettivo della 
lunetta. 


"IH. Ma so l’estradosso Qiigasi essere , secondo l’ordinaria, 
tin segmento del cerchio rappresentato dall* equazione (3) , il 
diOerenziale xydz del complemento della lunetta verrà espres- 
so da (z-f-i)*]v/(c'*— i*) ,e non può senza un cal- 


colo molto laborioso, valutarsi altrimenti che per approssi- 
mazione. Difatti escludendo d.iH’ iiitegrazioiie il primo radicalo, 
c moltijilicandu la seiuisoinnia del inassìmo e niinimu valore 
dal medesimo assunti fra i limiti z — o , z = c', pel vuluiu di 

— y'dzv'(c'*— z*) preso fra gli stessi limili, c clic, per la for- 


inola (K) del n.” e uguale a ^bv‘, si ha nel doppio del 

prodotto un primo Valor pras sinio del comjjlcmento della hi- 
nella , terminato all’ estradosso ; c tal valore vicn espresso da 
\xbc' •. dove 7lf=s (c'-f it )*]. 

Un secondo valor prossimo didlo stesso coinplcinciito si 
avrebbe escludendo dall'integrazione il radicale v^(f'*—z‘). Al- 
loca sono c* e zero il massimo e il minimo valore di tal radi- 
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cole fra i solili limili ; (jucllo poi di + , pre- 

so ancora fra qiiesli limiti , c pur dcdolto dalla précilala for- 
inola (K) cou fare prcvcnlivameiitc può uolarsi eoa 

ì(AT— /i), supponendo per brevità 

^■=(c'-|--^)^/[^/•-(c'-|-i)*]-f-^*a^c(sen = “-^) , 

*y* 

i*)-|-y4 *arc(sen= ; 

onde si ha per quel nuovo valor prossimo lc'{N—n). 

E poi chiaro che dei due l'i^ullnli approssimativi devesi pre- 
ferire il primo 0 pure il secondo a misura che vA( Af—m ) tro- 
vasi minore o pur maggiore di ac'(jV— n). E dopo ciò non re- 
sta che a sotlrarrc dal ritrovalo valore più prossimo del com- 
plemento esteso fino all’ estradosso , il valore del primo com- 
plemento limitato all’ intradosso , ed espresso dalla formola L 
del n.° 108 : cou che il vano eirultivo della lunetta scolpita 
nella volta cstradossata secondo un segmento di cerchio , verrà 
indicalo prossimamente per ciascuna delle formole 

\ = iitbc'{JU+m)-L = lc'{N-n)-L . . . (LIV). . 

113. La misura di questi volumi era di ben altra impor- 
tanza che quella della superficie della lunetta , dovendosi ess^i 
toglier via dal volume della volta , al quale , per contrario , 
non vi è nulla da aggiugiicre per compensare , almeno in par- 
te , EclTetto di quella sottrazione : come avviene ( ioa) per 
rapporto alla superGcie delle volte fornite di luce. Sono dun- 
que opporluiiissirae le formule (LUI) e (LIV) die ci pongono in 
islato di valutare quel volume o con esattezza o per approssi- 
mazione , anclie nel I.” caso , quando cioè che la volta e la 
luce non sono di giusto sesto. È poi superfluo il dire che per 
accommodare le formole stesse al 11.°, o pure al 111.° caso, ba- 
sta farvi soltanto c’=b o pure , ed insieme c = a. 

11.^. Quando 1’ arco della volta interrotta da luci , e,se si 
vuole , V arco stesso delle luci , sono delle curve é tre centri, 
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iidottiiiuio per la superficie lo sles-;o Iciiipcra iiiciilo del ii.®ioa, 
non si andrà inolili lungi dal vero sliiiunJola uguale a (jucJlj 
dulia volta continua , espressa come nel n.” 4<* Kispelto jiui al 
volume , credo clic si slxiglierà anclie meno , considerando gli 
archi della volta e delle luci conre seniiellissi di c orde c frecce 
pari a quelle degli archi medesimi , e quindi servendosi , a se- 
conda deir cstra'dusso , delle precedenti forinole (LUI) c (LIV). 
Adoperaudo quest' ultima , non si ha , senza dubbio , che una 
scarsa appros>iiiiaztoiie ; mi b. sogna conleiilarst di essa quando 
si vogliono evitare dei calcoli mollo complicali. 

ii4- Kccuiui adesso a trattare delle iiguc- cilìndriche. Si 
dà questo nome, parlandosi dì un cilindro retto, al minore dei 
segmenti nei quali vien diviso da uii piano obbii(|uu ai lati , e 
che tagliando una delle basi , tocca solaineulc 1' altra : tal’ è il 
solido rappresentato in CBcB'C. Fig.aS. 

Supjrongo estesa questa definizione al cilindro di base el- 
littica , e lUi limito ( non bisognandomi da vantaggio ) a con- 
siderare il caso iu cui il piano obbbquo passi pel ceiilro U del- 
la base, e la interseghi iii una retta Cc non diversa da uno 
degli assi : in questo casq è manifesto che il piano OB B ' con- 
dotto per BB' |KiraIlelo ai lati del cilindro , divide 1' ugna in 
due parli uguali , per nuido che BOCB' potrà dirsi mcTza 
ugna. Inoltre, considerando Bugna quasi fosse una volta'ìu 
pendìo avente per areo la sua base CBc sita in |iiiino vertica- 
le , la eliiamerò di giusto sesto quindo O B- uguaglia N C , e 
di sesto- ribassato o rialzalo secondo che O B sarà minore o 
maggiore di OC ; e dirò sempre BB' lunghezza dell’ ugna. La 
prima specie di ugna' avrà luogo ijiiando Iralla.si del cilindro 
retto , c 1’ altre due quando il jiìanu ubhliquo è condotto per 
l’asse maggiore a minore della base ellìttica ded cilindro'. 

Ciò posto , se ritornando per poco sulle l'onnole relative 
alla mezz4 lunetta (loo), vi ticciamo c'=c , Iroveremo die il 
suo comploniento diviene una mezza ugna lapprcseututa pure 
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Fig.aS.àa BOCB' nella figura a6 { che è quella in cui si cambia la 
figura a4 quando c'=c ) c torna più facile ad esser misurato. 
Bifalti requazioiii delle due superficie cilindriche essendo allora 

yl 

b' 


a:* *• 


(>). 


** ** 

^ — = 0 . Or questa, de- 


. . (■). 'i-.+.ri= 

avremo per l’ eliminazione di z 

‘ y- a- 

XV ^ y 

com]H)iiendosi nelle due— -J--^ = o, — 

ai piani verticali COi’, COB', ci dimostra che l’intersezione 
delle due superficie , di curva a doppia curvatura che era , 
stante la ineguaglianza di e e e' , cangiasi nel sistema delle 
due ellissi uguali , che i delti piani producono in ciascuna di 
quelle superficie. Ora è mauifeslo che il solido circoscritto dai 
piani COB, COB', BOB', e dalla superficie del secondo ci- 
lindro , sia appunto la mezza ugna pocanzi definita : giacché 
I’ altra metà , in tutto simile alla prima , giacerebbe al di sotto 
del piano OBB', se il cilindro ed -il piano COB ', si estendes- 
sero anche in questa direzione. 

Intanto , col fare c'=o , il differenziale (H, loo) del comple- 
! . ■ a 'li M - 

mento dc^a superficie della lunetta diviene — 

e Si riduce solo ad adz quando £=c. Quindi presone 1* inte- 
grale da 2=0 fino a z = c colla furmola (11) del n. 65 quando 
i>c , c coll’altra (R) del n.“ ’]5 quondo ù<e, si ottiene j>er 
la mezza ugna di sesto rialzato , in cui b'^c 

per quella di sesto ribassato, dove 6<c 

ed in fine per quella di giusto sesto , io cui fi=c 
3 = 0 c=où : ' 
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<}ovc a è il maggior lato , o la langheiza delUugnp; £>e c ne 
sono il sesto e la semi-corda della base , ed <c esprime il rap- 
porto dell' eccentricità al semiasse maggiore della stessa base. 

115. Più facile della misnra della superficie è quelle del 

volume dell' ugna , nè presenta varietà di casi. Difatti , ài sup- 
{K>rre c=e',‘il dii&rcaziide (P, io8) del complemento della lu- 
netta diviene di cui 'integrale è' a 

Deve poi questo prendersi da sino a s=c, a fine di ot- 
tenere la mela di detto complemento , la quale , per essere 
sempre il rettangolo MPRQ doppio del ^ triangolo M QR , equi- 
vale a tutta 1' ugna. Dunque avremo per la mezza ugna BOCB' 
Y = ìab'c.'. . , (LVI). 

116. Vediamo ora cosa divengano la superficie curva ed il 
volume della mezza lunetta nell’ipotesi c'=c. 

Per la superficie basta sottrarre le formole del n." ii4 da 
quelle ebe esprimono la superficie cilindrica , avente per base il 
quadrante ellittico o circolare BOC,e per lato OA : le quali, 
pei rispettivi casi A>c , A<c, b = c sono a&£'(«), ac£'(«), 

e ~ab. Facendo dunque cotesla sottrazione, avremo per va- 
lore della superficie curva B’C'C delia metà della lunetta 

qu-indo questa è di sesto ribassalo ; 


(LVII). 


' S=— [a E'(«)— . arefsen = «) 1 

a c « ' 

quando è di sesto rialzato ; e fioalmenle 

oc, . nb 
S=— (,-a)=--(,-a} 

quando è di giusto sesto. 

11 ’]. Piirimciite , soltiaendo il volume della mezza ugna, 
|Kco fa (u5) trovalo, da quello del tilimbo BOCC'AB" 
i3 


Digitized by Google 



( 9 » ) ’ 

che, «Tendo per base il quadrante circolare o ellittico BOC «li 
semiassi 6 ec,e per lato OA = a, vien espresso da -abc,te- 

' ' 4 

sterà per Toluine della mezza lunetta B'AC'CO 

V=(l— *)n 6 o . . . (LVllI). 

4 ^ 

ti 8 . La mezza ugna e la mezza lunetta delie quali si è 
trattato hanno per base una sezione retta delle loro superficie 
curve; e frattauto 1 ’ espressioni di quéste loro superficie, non 
che quelle dei volumi ci presentii no il prodotto del loro mag- 
gior lato o lunghezza a, per certe detcriniiiate funzioni delle 
quantità 6 e c , da cui quella sezione dipende. Segue da ciò , 
che anche quando i piani dei due quadranti , che si rattrovano- 
in ciascuno di tali solidi , sono amendue obbliqui alle loro su- 
perficie curve ( come per esempio nella mezza ugna B'OCL, 
e nella mezza lunetta B'OCN/j) queste superficie , e quei vo- 
lumi saranno espressi dalle loro lunghezze ' moltiplicate per 
quelle medesime funzioni rispettive : osservazione che in se- 
guito può tornarci a vantaggio. 

119 . Nei caso speciale che la sezione retta dell’ ugna e 
della lunetta sia un cerchio , giova trovare anche 1 ’ espressioni 
della superficie curva , e del volume dei segmenti minori delle 
loro metà in funzione delle lince ad essi inerenti. All’ uopo di 
questa ricerca , notando con r in vece di b il raggio dei cer- 
chio , porremo 

MQ=/, Qq = s, QR = «', Bq = t, r,R = <’; 
ed essendo nz-f-C (ii4) I’ integrale indefinito die esprime la: 
superficie curva dell’ ugna , valutandolo da z = o fino a t = s , 
avremo generalmente : superficie BQMB'=as, 
e di seguito , per esser quella della merza ugna uguale ad or, 
superficie QCM = o(r— a). 

Ma per rapporto a quest’ ultima , le supposizioni fatte di sopra 
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ri danno r—s=t* del pari che r— <=a!, e perula Eonuglianza 
dei triangoli OfiB', RQM ha luogo la proporzione 


r : a : : a' : / , di dove a——zr , 

li i 

dunque sostituendo aTremo : superficie QCMs/r 


I' 


(A). 


ino. Inollrei abbianao le superficie cilindriche 


BQQ*B'=orarc(sen= — ), CQMN=/rarc(senac-n) i 

dunque sottraendone rispettivamente BQUB' e Q C M , otterre- 
mo le superficie ' 


l'Q'M = ar[arc(sen=-^) — . . . (B) , 


MCN =/r[arc(sen=— )— ^^] 


(C). 


lai. Rapporto ai volumi trovo più utile , in ordine al se- 
guito di queste ricerche , d> ritornare all’ ipotesi della sezione 
retta ellittica , per quindi accomodarne i risultati al caso della 


sezione retta circolare. A tal fine essendo {(a&z — ) l'in- 


tegrale indefinito dell' ugna ( per esser questa (ii5) una metà 
del complemento della lunetta ) calcolandolo da s=o fino a 

I « * 

z = a , avremo BOB'MRQ = quindi per essere 

2 V -C 

hi mezza ugna BOCB'={a6c, comesi ha dallo stesso n.^iiS, 
ohe a a ^ 

MRQC= — (a — 3 — | — *). Ma nell’ipotesi attuale abbiamo 
b c ■ 

a-=.—,b\ ed a = c— t'; dunque sostituendo e riducendo, sarà 


li'* h* 

MRQC^— .-{3e-«') 

0* c 


• • (»). 

Inoltre per la siniiglianza dei triangoli OBB', RQM, il 
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privo òti quali Ila j>eviftja- Jafit quella dol secondo risolta 
espressa da - — (6 — <)’, ondi: il volume del nrisin.i, 

> 3 ò 3 0 

i ' ^ ^ 

OyoiMRQ viene uguale ad— (i— /)* o vero — — (i — — )*. 

Quindi sottraendo questa espressione da quella poco fa rilrova- 
ta pel solido BOB'MRQ,'e nel residuo sostituendo alla fra- 
zione il valore che ne dà l'aijuazione delll’ ellisse B O C Ira 
le coordinate * t t , avremo dopo le riduzioni 


ast 


i 


solido ByQM»nB'=— [(a-— )-^^-j(3- — )]. 

Ma da un’ altra parte abLiamo i segmenti cilindricii 
B 2 QQ'gr'B'=^[arc(scn = ~)— ^{i— ^)], 

CRQMPN=“\arc(sen~)-"^(i-^] ; 

dunque sottraendone rispettivamente i solidi BjQMmB', etl 
MRQC, avremo ancora 

abe ’S osi^ . > ^ t 3 

B'g’Q'Mm==— [arcCsen=-)--]-— li+v---r -3 (E) , 


a 

Ibc. 


e 0 " 3 ■■ ■ 3'c 6- 3 c® 

3c-a<'. 


^PMRC=^^^[arc(scn = l)-L]+;— (^) . . . (F), 

dove le grandezze s , f; s', t' dipendono fra loro per l’ equazioni. 
6*a»=c*(3*t-r*) , c*.'*=6*(ac<’-<'*). 

Per applicare adesso le formole (D) , (E) , (F) al caso 
dianzi esaminato della sezione retta circolare , basta supporre 
6=c=r, con ebe divengono 

. • (AO, 


li'* 

MRQC=— (3r-«') 
or • 


JJ'r/.'Q'M7u=— [are ( sen =— )--(i + 3.-“3vT)] • • • ;>• 
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/r». 


l' 


I t 


WPlMRC = -Larc(scu = _)-3-(i-- + ...-)J, . . : {C')i 
2 r a r 6 r 

Hovc le quantilù dipendono a vicenda per l’equa- 

aioni 

t'-ìrt-i* y 


DSI.I.A VOLTA crunDnicA a croctera . 


111 . Sia À'B'6'a' un rettangolo silo in piano orizzontale. jy. 
'Su i latr opposti A'B', a' b' come assi orizzontali , e con una 
stessa retta per seinia.sse verticale , sieiio descritte le sainiellissi 
A'EB', a'tfA'cLe servano di basi ad una- prima volta cilindri- 
ca retta. Per le diagonali A'F, B'a'del rettangolo passino due 
piani verticali che taglino la volta : essi vi produrranno due 
seraiellissi uguali che avranno per assi orizzontali le diagonali, 
e per semiasse verticale comune la retta OC, in cui si tagli- 
no ad un tempo r due piani e la superficie della volta : retta 
che manifestamente pareggia P altezza della volta.. Suppongliia- 
mo ora che si tolgano via dalla volta le parli projettate nei 
triangoli A'Oo', B'OA' : rimarranno due tronchi acuminati 
che si rappresentano in A'EB'CA', «'eFCa''. 

Parimente sui lati opposti Afa’, Wb' come- assi orizzonta- 
li , e colla stessa retta OC pocanzi adoperata per semiasse ver- 
ticale, sieno descritte le semlellissi A'da', B'D6' che si preti*- 
dano per basi di. una seconda volta cilindrica retta, b piani 
verticali condotti per le diagonali vi produrranno le due me- 
desimi ellissi- di pocanzi , e fingendo tolte dalla volta le parti 
projettate nei triangoli A'OB', a’Ob', vi rimarranno i tronclii 
acuminati kfda'CA', B'Dó'CB'. Ora i due tronchi della pri- 
ma ed i due della seconda volta , considerati insieme, formano 
la crocUra. 

- 123., È chiaro da questa definizione dblla crociera, che i 

^ue- tronchriprojeltali in A'Oa', B'OA' equivalgono al qua- 
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driiplo deila mezza lunetta rappresentata in B'CDB'; e che 
parimente i trunclii projrtlati in A'OB'ed a '0 6 ' valgono quat- 
tro mezze luuelte uguali a B'CEB'. Ora supponendo 
aA = ao, óB=a6, OC=c 

la superficie della mezza lunetta B'CDB' viene indicata da una 
delle tre formole del n.‘’ii6; secondo che b"^c , b<.o,b—c^ 
E similmente la superfìcie curva delia mezza lunetta B'CEB' 
viene espressa da 


S = — [3E\<g)-i-^^log °^ quando a>c; 

3 /5 (I c 


cb . a 1 

S = — [aE’(i8)— — — ^arc(sen=/8)], quando ; 


- cb ab . 

S = — (*— a) = — (ir— a),, quando o = c : 
a 3 


dove ^ esprime il rapporto numerico dell’ eccentricità al se- 
miasse maggiore nell' ellisse che ha per assi a a e a c. _ Baste- 
rebbe dunque unire , secondo i diversi casi , il quadruplo di 
una delle tre prime formole col quadruplo di una delle tre se- 
conde , per aver l'intera superfìcie curva della crociera propria- 
mente detta. Ma bisogna o.^servare che alla medesima vanno 
anche aggiunte le superheie degli archivolti onde suol essere 
adorna , e che si veggono raffigurati nei semicilindri contenuti 
fra le semìellissi B'D^', FCH ; A'da', /'c'A ; B'EA', GEK; 
b'»a\ gc't. I primi due , fra loro uguali , hanno per semiassi 
delle loro basi b e c, e per lato la retta B'F che rappresenta 
la spessezza dei piè dritti nel senso a A. E i due altri , pur 
uguali fra loro , hanno per semiassi delle loro basi a e c , e 
per lato la retta B'G che dinota la spessezza dei piè dritti nel 
senso bB. Chiaiiiaudo dunque rispettivamente a' e b' queste 
s(>essezze , le superficie curve dei due primi archivolti varran- 
no insieme quanto le formole 3«c.a', 
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seconda i casi £>-0 , b<,c , b=c‘, e del p^ri, le superfìcie de- 
gli altri due arcluvulti , unite insiente , snran no espresse per le 
formole ^aE\A).b', 4‘^E\/3).6', a»c.6', a tenore dei casi o>e, 
a^c , a = o. Relulivnaiciile alla crociera, i principali casi che 
in essa possono aver luo^o sono tre , ma possono ascendere a sei 
colla suddivisione di alcuni di essi. Difalti le due volte riliu- 
dricke , dalla cui penetrazione nasce la crociera , possono essere 
l.° aroendue a basi ellittiche; II.* una a base ellittica , e l' altri 
a base circolare ; e 111.* ambedue a base circolare. 11 I.* poi di 
tali casi può sud/lividersi anche in tre : poicliò le due volte [As- 
sono essere i.* ambedue di sesto ribassato; 3.* una di sesto ri- 
bassato, e l’altra di sesto rialzato; e 3.” amendue di sesto rial- 
asto. Ed il II.* si suddivìde in due : giacché la rolla di base 
ellittica può essere di sesto ribassato o rialzato. In tutto dun- 
<|ue abbiamo sei casi , per i quali , ammesso 1’ ordine con cui 
li abbiamo noverati ; supposto che 3 a esprima sempre il mag- 
gior lato della pianta della crociera , allorché essa non é qua- 
drata ed osservando che per la sìmìglianza dei triangoli OBB', 

JB'GL viene b'=—a'\ 1’ intera superfìcie curva della volta ci- 
a 

lindrica a crociera , abbellita di archivolti , sarà espressa da 

K* 4«*[( . +“' )(E'(«)-hE'(4))- 1 

3 .* 4«[( * -f- - )(^E'(tS)-fcE'(«))-i]-3c[ jerc (sen = «)-f. \^log2ÌLÌ^y 

Q Ò 'I 

3. *4c(i-f^)[;riE*(«)-fiE'(4)]-4a/»-3c[jarc(sen=«)-p^arc(sen=4)] 

4. “3aò[(i+^)(*-f-3E'(4))-3-^.^log^^^^^] -, ( 

5. *3o[(i-}-— )(» fr+3aE'(«))-3i-^arci>en=«)} ì 

6. *4o[»(o-{-o')— 2o] . 1 
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Queste furinole si sono ridotte allo stato in cui veggonsi 
incdianle le riduzioni nascenti dall’ essere bszc nel 4*‘’ caso , 
a=c nel 5.°, ed insieme a=ò-=c nel 6.° Del resto i casi più 
facili a realizzarsi in pratica sodq il 4-° cd il 6.° 

134- Il volume della crociera è assai più facile a valutarsi 
della superficie , e può jii tutti i casi esprimersi con una sola 
formola. 

Supponendolo da principio terminato lateralmente dai piani 
verticali degli archivolti esterni , e al di sopra da un piano 
orizzontale distante per e' dal centro O della volta, il naassic- 
cio della medesima si ha per la sottrazione del suo vano inter- 
no dal parallelepipedo avente per lati 3(a-f o') , ), e c', 

e quindi espresso da 4(od-<s')(ò+ò')c'., Ora il detto vano si 
compone dal quadruplo della mezza lunetta B'ADCO, dal 
quadruplo della mezza lunetta B'BECO , e da quattro archi- 
volti ugnali due a due. Ciascuna delle mezze lunette viene 
espressa (117) da (^t — })aóc. Degli archivolti poi , due, n- 
vendo per buse la semiellisse di assi sq, 3c , e per lato b' , 
valgonu insieme quanto -rab'c, e i due altri, avendo per base 
la scmiellisse di assi 3 & , se , c per lato a', formano insieme 
•ra'bc. Dunque cfietluando l’ indicata sottrazione , ed eliminan- 
do l>', avremo dopò le riduzioni 

V=4i|-|oc+(a-|-a')[(.-|-^V~jc]} (LX). 

135. Abbiamo finora supposto che la pianta della crociera 
sia un rellaugulo o pure un quadrato , c ([uesti sono dìfatli i 
casi ordinari ; ma quando anche le circostanze esigessero in 
qu.ilchc caso che fosse un parallelogrammo , o ini trapezio , od 
altra figura rettilinea qualunque , le formolo precedenti baste- 
rebbero a darcene la superficie ed il volume. Pur dimostrarlo 
consideriamo uno dei (ronchi acuminali dai quali in tutti i 
casi la volta è composta , c suppoiighiniiiolo rappresenlalo da 
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A'EB'OC. La nielà A' B della A'B', la OB , e la BE o ve- 
ro OC seguano ad essere indicale rispettivamente da a , h , c; 
e sulla OB cadano dai punti A', B' le perpendicolari A'A,B'£ 
che , uguali fra loro , si dinotino ciascuna con e. 1 piani ver- 
ticali menati per esse produrranno nella superficie cilindiica che 
ha per base la seinicllissc o semicerchio A'EB', e i lati pa- 
ralleli ad O B , sezioni rette aventi ciascuna per semiassi «,c, 
e quindi uguali fra esse. Ma è anche la stessa la lunghezza OB 
delle due mezze lunette A'BECO , B'BECO ; esse dunque 
■son fra loro uguali ooii.raeno in superficie curva che in volu- 
me (ii 8 ). Pertanto la superficie cilindrica A' E B'C A', secondo 
ebe , « = c verrà espressa (iiG) rispettivamente da 

Ae[^aE'(t)— i-^-L 6c[2E'(i)— — — arc(sen=»)l, be[w-2) 

te* c CI 


dove t esprime il rapporto numerico dell'eccentricità al se- 
miasse maggiore nell’ ellisse di cui son assi a a e a c. 

Lo spazio poi o vano A'EB'CO A' sarà generalmente espres- 

▼ 3 • I * 

so da v = (— — ^)Ace. E cosi, qualunque sia la pianta di una 

volta a crociera ( se pure se le voglia conservare , per esten- 
sione , questo nome , anche quando la sua pianta non è un 
rettangolo ) di cui si conoscano i.° i lati , 3.° le bisecanti di 
essi a partire dalla projezione del vertice della volta , 3 .° la 
perpendicolare da un estremo di ciascun lato sulla corrispon- 
dente bi.sfcnnlc , o , che torna lo stesso , 1’ angolo che fa cia- 
scun lato colla sua bisecante , e 4-*’ lìnalraenle il sesto della 
volta ; potranno aversi , colla misura della superficie curva di 
ciascun suo tronco' e del sottoposto vano , tutta la superficie e 
lutto' il vano della medesima. 

136. Nel caso in cui la pianta della crociera sia un poli- 
gono regolare , se torni conto il preferire la facilitìi e 1' esat- 
tezza della costruzione ( sopra tutto quando è in pietra di ta- 

i4 
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{lio ) ali' eleganza o coiilinuità della forma , gli arcLi della 
rolla in luogo di semiellissi o semicerchi polranoo essere delle 
curve a tre centri fra loro ugisali. In tal caso la misura della 
volta dipende da quella della mezza lunetta che ha per base la 
metà di una curva a tre centri. Or questa si ha facilmente 
per le cose dette innanzi ( lao, lat ), e non dipende che dalla 
tavola dei seni. 

Ftg.iS. Sia difatli B'BECO la mezsa lunetta di cui h parola ; e 
supposto che gli archi B'M, ME della curva BME abbiano i 
rispettivi centri in F e G , si pongano come nei num. 5 o e 

BB'=a, BO=6, BE=OC=c, B'F = r, EG=r'. 


La superficie B'MN essendo della stessa natura che quelb 
indicata da B'Q'M nella figura a6, ne avremo il valore dalla 
formola (B) con che si espresse quest’ ultima nel n." lao, cam- 
biandovi a in -r, che per la simìglianza dei triangoli OBB', 
a 

K* c r^— 

oFB' dinota la Fo parallela a BO, ed r et in — red-r — r 

* r—r r—r 

che esprimono le rette MP e B'P ( 53 ). 

Per aver la misura della superficie CEMN, supponghiamo- 

la divisa in due parti colla sezione LmN parallela al piano A'EB'. 

La parte EMNL, essendo cilindrica, ugnagba il prodotto. 

della retta MN nell’arco ME. Ora i triangoli simili OBB.'^ 

nPB ci danno MN o vero 

ed è chiaro che 1’ arco 

M E = are ( sen = ) = are ( se n = p— - ) . 


L’altra parte poi CLN del tutto simile a quella che nella fi- 
gura 36 è rappresentata da MCN, si ottiene dalla furinola (C) 
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die esprime quest’ ultima cambiandovi i.® i io che 

esprime la retta CL=GE— LE=OB— aP ; a.® r io r' che di- 
nota il raggio EG; e 3 .® a',/' in — - r’ , ugua- 

gliano rispellivameote le rette N/n, mL , ovvero le due MQ, 
EQ ( 53 ). 

Per la qual cosa unendo in una le tre espressioni che in sif- 
fatto modo si ottengono , ed osservando che in virtù dell’equa- 
zione (o — r)’-j-(r'— c)*=(r'— r)*, ritrovata nel n.® 5 o , si ha 

are ( sen = - — )=arc (cos=-; — ) , 
r — r r *»r 

la superficie B'EG verrà espressa da 

— rrr’-c(r-hr')-f-r*arc(sen=^7— ^ )- 4 -or'arc(cos = ^-P^)'l 

o vero , per essere arc(sen=-; — )-f are (cos=^j— ^)=— , da 

r — r a 

-[rr'-c(r-l-r')-f— nr'-(or'-r*)arc(sen=^7— ^)]... (LXI). 
al r —r 


137. Cerchiamo adesso il volume della mezza lunetta B'BECO. 
La parte B'PMN/i, comecché simile a quella indicala da 
B'g'Q'Mm nella figura a6 , è data per la espressione (B') di 
questa , scritta nel n.® i3i , mercè gli stessi cambiamenti usali 
pocaiizi alfin di ottenere la superficie B'MN : e si ha per tal 
modo 

— [arc(sen=-; — )--r~ (‘+T'~ T-/~ (.)]••• (^)- 

3 a r -r r -r i r ~r S, 


Il solido N/nLC/n' si otiiene dall’espressione (C ') dell’altro 
simile MPNRC ( fig. 36 ), trovat.i pure nel n.® i 3 i , me- 
diante le sostituzioni praticate io cercar la superficie N L C : e 
si ha in tal guisa 
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I i(a-r)r'*r , a-r c-r c-r, i(c-r)* 

ra(r'-r) ^ = 3 pT7p)i- 'C») 

II segujento cilindrico EQMNmLsì ha dalia tarinola con cui 
si espresse I’ altro simile CRQMPN ( fig. a6 ) nello stesso 
numero lai , cambiandovi r in r', ed l, a' e t** nell’ espressioni 
già trovate perule rette MN, MQedEQ:e cosi facendo si 
trova 

* b(r'—a) , «— r*. a—r, c—r 

a a(r'-r) ^ ^ r'-r^ r'-r' r'-r''-' 

E finalmente il prisma B PnOm'QMN si ottiene moltiplicando 
la semisomma di BO e Pn per BP e per MP : rette di cui 
sappiamo 1’ espressioni (53) , per modo che trovasi 
1 brr'(a — r)(r'—c)(ftr'—aar-f-rr’) 

3 • 


(M). 


o(.r'-r)» 

Pertanto il vano della mezza lunetta che ha per base una cur- 
va a tre centri , risulta indicato da 

v = (G)-KH)-KK)+(M) (LXII). 


laS. Dopo le cose dichiarate in ordine idla misura della 
volta cilindrica a crociera , scinhrami che per poter dire di 
aver trattato questo argomento in tutta la sua estensione , non 
resti ad aggiungere che la considerazione dell’ estradosso di for- 
ma 1)011 piana. In questo perù , ailiiic di non dilungariuì dalle 
pratiche riconosciute in accordo colla statica delle volle, sup- 
porrò con Ilondelet (') che uno dei tronchi acuminali formanti 
la crociera sia rappresentato in pianta dalla figura ag n.° i , 
J‘/^.3^.ed abbia per sezione lungo ò'B' il n.° 3 della stessa figura , 
dove D'E'd’ esprime un arco di cerchio , o pure di ellisse. 

Per determinarne il volume si può da principio fingerlo 
tutto massiccio , c terininuto superiormente dal piano orizznn- 


(*) Rondflel, arte di fabbricare , tomo II , lav. XLIX, fig. a ,3 e i5. 

I 
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l.ile die passa per c'C, cinè per la corda dell’ ureo di estra- 
dosso. Allora ponendo id solito 

OA = a, HB = A, HC=c, AH = fi', BL = A', LC'=c’, 
e notiiiido con B e C \ seniiassi orizzontale e verticale « e con 
a e / la semi-corda e la freccia dell’arco ellittico !)'</' ; la 
propoizioiie AB’ : AO BL : BB' ci darà subito ( come 

a 

nel h.“i 23 ) BB' o vero 0'=^'. E cosi il prisma avente per 
base il triangolo /O L e per altezza la retta LC' sarà espi esso da 

^iù+yyc . . . (N). 

Aggiungiamo a questo prisma il solido generalo dui seg- 
mento ellittico D'JL'cT muovendo parallclainenle a se stesso per 
la lunghezza OH, c terminalo lateralmente ai piani verticali 
Ole', OLC'. Questo solido per la lunghezza H« non c che 
un segmento cilindrico , c tal lunghezza si ottiene per la pro- 
porzione AB' : AO : : C'D ' : He , cioè ù : a ; ; b-{-ò‘—a ; Ile 

che ci dà È poi nota dal n.® 7 l’espressione 

del segmento ellittico D'E'd' ; dunque il nominalo segmento 
cilindrico sarà indicato da 

. «(6 + A'_,) 5 C[arc(scn = ^)-±(x-l)] - . . (P), 

e diviene 

• ^(* + *"-*)'’’[“'‘c(sen=l)-^(i-^)] . . . (P') 

'quando, per esprimere che il segmento D’E'rf'è circolare, si 
là B=C=r. 

11 medesimo segmento ellittico, j>er lu lunghezzii uO ge- 
nera due segmenti di lunette simili a quello rappresentalo nel- 
la fig. a6 da NP.MRC. Se duiupic cambiamo nella formola (E) 
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del n.® lai, l in 6 e c in 5 e C , ed l' in « , ( , 

o 

avremo, duplicando il risultato, l’espressione di quei due seg- 
menti uguali uniti insieme , che sarà 

B t , t *<*,, 

-BCs[uTC.sen^-2-.-{i--+j.~) ] . . . (Q) , 

e diviene 


s t r I <• 

j.-)] 


quando il segmento D'E'd' si suppone circolare. 

La somma delle formole (N), (P), (Q) quando l'arco 
D'E'd' è ellittico, e quella delle fbrniole (N), (P')> (Q') 
quando è circolare , esprimerebbe il volume del tronco propo- 
sto, dove il medesimo Fosse lutto massiccio; se dunque ne sot- 
traggliiamo il vano che esso ricopre , avremo nel residuo il so- 
lido che bisognava misurare. Ora un tal vano formasi parimen- 
te di un mezzo cilindro avente per base 1’ area 6 GB e per al- 
tezza .\H, c di due mezze lunette , aventi ciascuna per semiassi 
di sua sezione retta 6 e c,e per lunghezza a; e tali solidi tro- 
vansi misurati per le formole precedenti , tanto se la curva 
6CB sia una semiellisse o pure un semicerchio, quanto se sia 
una curva a tre centri. Sia per esempio una semiellisse : la 


parte cilindrica verrà espressa da ^-a'&c= — a&' c , e la rima- 

a 2 

-T a 

nenie parie da (**7) > 1*®** che luUo il va- 

no del tronco sarà 

. . . (R). 

Adunque la parte materiale del tronco di cui t parola sarà 
finalmente espressa da (N)-{-(P)-f-(Q) — R quando l’arco di e- 
.stradosso c ellittico, e da (iN).p(P’).p(Q')— (R) quando è cir- 
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colare : le quali forinole colla sostituzione dei valori già tro- 
vati divengono 

3«Ao-3-—.3-(3C-0 + 

+ arc.sen L _ ^)+(A 4 . 6 ') c'-^bc+$i] 

|oic-^.^(3r-0 + 

^(*+ 6 ' ) [ /■*( are sen 1 1 + ( * 45 ' ) c'- 

lag. Nel caso in cui la pianta della crociera è un fmligo- 
no regolare di n lati , tutto il suo volume vien espresso dalla 
furmola (LXIII') moltiplicata per n, dove oltre la solita con- 
dizione **=3rl—t*, è anche V apotema a = *cot^^— : eque- 

fi * 

sto perchè , essendo 1’ angolo *’OB'= , ne viene 

fi 

o = OA=AB'cotAOB'=*cot— . 

n 

i3o. Ma negli altri casi è necessario servirsi anche della 
forinola (LXIII) ; poiché, supposto circolare l'estradosso di 
un tronco , quello del tronco vicino dehb’ esser ellittico , acciò 
si raccordi col primo. Per darne ragione , e trovare nel tem|i<i 
stesso la dipendenza fra due archi tii estradosso appartenenti a 
tronchi contigui , considero i due D'd' e A^,e ritenuti Bk C 
per semiassi relativi al primo , chiamo A e C quelli che 
spettano al secondo. 11 loro rnccordanieiito consiste , com’ c no- 
to , in ciò , che le superficie dei cilindri retti di cui tali archt 
son basi , devono incontrare in una medesima curva il piano 
verticale menalo per OD. Ora ci vuol poco a roinprendere che 
t semiassi orizionlulc c verticale della sezione che un tal piano 


(LXIU'). 


|(LX1II). 
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{ii'oducc nel primo cilindro , sono J7secDOi e C; e cbe quelli 
della sezione genernU dallo stesso piano nel secondo cilindro 
sono ^sccDOff e C, Converrà dunque che sicno C= C', e 
B scc DO t = a^ sec DO e. Questa seconda condizioue dà succes- 
sivamente 

P secDOe cosDO* 0« HB 
sec D O t cos D O e O* O K ' 
per modo che , supponendo circolare e di raggio r l’arco D'eJ\ 
cioè suppoacudu B =z C = r , e rileneudo a e b per esprimete 

a 

le rette OA ed HB, vengono C'=r , ed A^—r. 

Inoltre nel valutare i diversi tronchi della crociera median- 
te le l'uriiiule (LXIll) e (LXIII') , giova avvertire che le quan- 
tità c, c’ c t sono in tutti le stesse o vero costanti, laddove s 
varia in ciascuno , c deve essere uguale , o proporzionale al 
corrispondente valore di b , ailinchè il raccordanieuto regni 
dapper tutto fra le diverse parti dell’ estradosso : come senza 
maggior dicitiarazione lo dirnostr’a la fìg. 3o. Questa condizio- 
Fig-3o.na e 1' equazioni »*=arj — /* , r*s'*= A’*{3rt— t* ) , ec. 

la prima delle quali è ad un cerchio , perchè 1' estradosso di 
un tronco può sempre supporsi tale , permettono di eliminare 
dal risultati s'*, ec. 

i3i. ^’el caso delia crociera a base rettangolare indicata 
dalla ftg. ag , la furinola (LXIII') esprime il tronco projettalo 
in /OL , e bisognerebbe nella stessa cambiare i simboli 

a, b, ù', B, C ed « nei rispettivi altri b, a, a\ -r, redf' 

cbe dinotano i valori analoghi dell’ altro tronco projettalo 
in LOL’, per avere l’espressione di questo. Ma dopo le ridu- 
zioni nascenti dall’essere a'=~b\ , quest’ ultima non 

b b ^ 

viene diversa dalla prima; dunrpic tutta la jrarle materiale dcl- 
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la crociera di pianta rettangolare , estradossata in arco di cer- 
chig^^l^, dilezione del lato tninure b , sarà espressa dal qua- 
druplo della formola (LXI11')> 

I casi che possono occorrere , quanto alla forma dell’estra- 
dosso , nella crociera di pianta rettangolare , oltre quello esa- 
minalo nel n.® ia4 , che può contarsi per I.® ( e che si de- 
durrebbe dalla forma generale facendo r=Qo, a-=.b-\-b\ (=o ) 
si verificano I^.® quando come avviene allorché a=6 

( che è l’ipotesi adottata da Rondelet, tomo II , tav. XLIX , 
fig. a e 3 ); III.® quando s-=ib-\-b\ cioè quando vi sono ì 
riufianchi dritti , ma’ il di sopra dell’ estradosso è tutto curvo , 
mancandovi quella fascia piana da cui è terminato nel II.® ca- 
so ; IV.® e finalmente quando «=£-!-&', e c'=o , cioè a dire 
quando mancano i rinfianchi dritti , ed insieme 1’ estradosso è 
tutto curvo (*). Ora in tutti questi casi , eccetto il I.®, la for- 
mola (LXIII') è sempre idonea alla misura della volta. 

DELLA VOLTA M SPICCHI^ DETTA ALTRIMENTI A PADIGLIONS. 

i3a. Sia A'B'C'D'. . . un poligono regolare ed orizzon-Fr^. 
tale. Dal centro^ O di esso cadano su ì lati le perpendicolari 
OA , OB, OC, . . . e sia condotta una verticale qualunque 
OV. Con quelle perpendicolari , fra esse uguali , per semiassi 
orizzontali, e colla verticale OV per altro semiasse , intcndansi 
descritti i quadranti ellittici VA , VB, . . . e si concepisca 
che i iati A'B', B'C', . . . del poligono, muovano paralleli 
a loro stessi , radendo i perimetri degli stessi quadranti dall’u- 
no all’ altro estremo. Si verranno per tal modo a generare 


I 

(*) la tal caso la crociera direbbesi carosa oci volgar lioguaggio di ta- 
luni nostri architetti. 
l5 
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delle ^nper/ìcle cilindriche , le quali scambievolmente si taglie- 
ranno in altrettanti nuovi quadranti ellittici verticali ed'ugkeli, 
|>rojetUli nelle rette OA', OB', . . . c sifTiUi quadranti avran- 
no queste rette óguali per semiassi oririoutali , e la OV per 
cornila semiasse verticale. H sistema di tulle queste pozioni di 
superficie cilindiiche , projeltate in A'OB', B'OC', . . cmi- 

giunle r une all’ altre internamente ad angoli entranli , ed ester- 
namente ad angoli salienti , costiliiiscouo la tolta a spicchi , e 
ciascuna porzione è uno spicchio della volta. 

Questa generazione della volta a spìcchi non esige essen- 
zialmente che la di lei base o pianta sia tui polìgono regolare 
ina in pratica non si suole adoperare che sotto questa forma , 
come quella che è più grata alla vista , e dotala di maggiore 
stabilità. Per questo Rondclet prescrive di evitare quanto è pos- 
sibile le volle a padiglione di base irregolare : ciocché dipen- 
de quasi sempre dall’ architetto. Ma quando anche le circostan- 
ze obbligassero talora di fumé uso , la misura di esse non la- 
sccrebbe di essere fondata su i medesimi principj. Difatti cia- 
scuna delle p.iiti proiettate in A'O A , AOB', B'OB, . . . . 
essendo del tutto simile alla mezza ugna BOCB' della fig. 36, 
le formole trovate nel n.® Ii4 basteranno per valutarne la su- 
perficie , e la somma dei valori che per tal modo si ottengono , 
ci darà l’ intera superficie della volta. 

Dicasi lo stesso per rapporto al vano interno della volta ; 
ciascuna delle parli AOVA', AOVB', che lo' com- 

pongono .si valuterà colla forinola (LVI) che si trovò iieln.°ii 5 
per la nicz/.a ugna BOCB' della citata fig. a< 5 , c in seguilo si 
far.'i la soi'iiiint di tutte.' “'Aòche la formula (A‘) del n.° X 30 , 
che si riippni|ia_ al segmenta di u gna QRCM ( fig. 36 ) ha la 
sua applìc-i/iiiiie nella misura della volta a padiglione , allorché 
questa non le 'iniiiu superiormente in un piano orizzontale, ma 
ui un’ altra Mipcifiiie consimile all'interna , ed'jnnalzata sopra 
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piè drìtli aventi una certa altezza : nel qual caso il calcolo pub 
condursi in un modo analogo a quello del n.° ia8. 

i33. Scelgo ad esempio il caso ordinario cLe la pianta del- 
la volta sia un poligono regolare di un numero qualunque di 
lati. Sia n questo numero , e supposto che la fig. 3a rappre- 
senti nel suo 11 .° 1 la pianta , e nel n.° a la sezione della volta 
secondo la retta OAA', esprimano ab // lato h'W della pian-pig 
/a , a V apolema O A , c altezza O 'C del vertice interno , 
a' la spessezza A A' della volta nella sua impostatura, c' 
r altezza L* C ' dei rinfianchi onde la suppongo munita , s la 
semi-corda D'E delF arco di estradosso , t la sua freccia E' E, 
ed in fine r il raggio del cerchio a cui appartiene ('). 

XiC parti della superficie interna e del vano della volta pro- 
iettate nel triangolo A 03 si hanno mercè il semplice cambio 
di a in 6 e di A in a , dalle formole (LV), (LVI) dei nume- 
ri n4 e ii5, colle quali si espressero la superficie curva ed 
il volume della mezza ugna BOCB' ( ilg. a6 ). Quindi mol- 
tiplicando per a/i tali formole, avremo la superficie ed il va- 
no della volta. Per tal modo la superficie risulta espressa da 

S=nic[-^-f lo'g^-LlÌ£i-], quandoa>c; 1 
o fi a c w 

S = n&c{— + arc(sen = /S)] , quando o<c;/' ' ‘ 
c fi I 

S = nòc=nab quando <z=c : i ' 

dove fi indica il rapporto numerico dell’ eccentricità al semias- 
se maggiore dell’ellisse aventi per assi aa e ac, ed è I’ apo- 


(*) Qaindo c—a , si suole anche Gire s—a : come vedesi priu'cslo da 
RoiideleC ( Tavola LU , fif;. 4 e 1 3 ). Ma nel caso relativo a c , si 
siima più convenevole il fare similmente s<^u ; e per questo motivo, e per 
dare alle formole la maggiore generalità pouibile , io presciodo da queste 
supposizioni particolari. 
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tema a=bcOi^^^ (<^9)’ della medesima è sem- 


(>licemente 


an 


y=-^aòc . . , (LXV). 


i 34 - La conoscenza di questo vano non è altrimenti ne- 
cessaria , se non in quanto conduce a quella della parte mate- 
riale della volta. Difatti fingendo da principio che il volume 
dello spicchio projettato in lOL sìa tutto massiccio , conce- 
piamolo diviso in due parti con un piano orizzontale menato 
per C'D'. La prte inferiore non essendo che un prisma di 

base lOL e di altezza c', verrà espressa da ^(a-|-a')*c'. 

La parte superiore poi essendo un segmento di ugna prò- 
jettato in cfOD , e diviso per metà dal piano verticale menato 
per OA in cui giace la sezione retta , il suo valore è dato dal 
doppio della formola (A') del n.° i3i (-la quale esprime il 
consimil segmento MRQG della fig. s6 ) cambiandovi l in 

3 —a che esprime la retta dD, ed a' e/'iniett con clic 


viene 4 .— 1*( 3 r — /). Ma abbiamo per la parte del vano prò- 
S a 


jettato infi'OB' l’espressione ìabe, dunque sottraendola daUa 
somma delle due precedenti , avremo per lo spicchio proiet- 
tato in lOL 


V = ^[(a + a»>V-f.i<*(3r-0]- ... (T) 


G quindi moltiplicando un tal valore ^ler n , ed eliminando b me- 
diante l’equazione a = ficot-^ del n.® 139, verrà per la parte 
materiale della volta 
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V='2tan^^^[3(<i + n')*c'+/*(3r— /)-aa*c] 


. . . (LXVII) : 


dove è bene osservare , 


, . n i8o* 

che il cocQicieiite — lane— - 

0 /I 


più comuni « = 4> =6, =8, ù rispetti vnmente =} , =i,i547o» 

= 1 , 10457 ; e che quando P estradosso della volta è piano, la 
parte moltiplicata per t divien nulla , per modo che la formoLa 
del volume si riduce semplicemente a 

V=Jlan— [3(a + a')*c'-3a*c]. . . (LXVl). 

i35. Quando le circostanze esigono che la piatila di una 
volta a padiglione sia un rettangolo mollo più lungo che largo , 
facendo corrispondere gli spigoli entranti alle diagonali della 
pianta , 1’ arco appoggiato ai lati minori di essa risulta molto 
più allungato di quello che insiste su i lati più lunghi. Or sic- 
come questa disposiziono non produce un buono ellelto , con 
miglior senno si sogliono disporre gli spigoli a ^3° gradi , ado- 
perando pel resto la volta cilindrica : per tal modo gli archi 
relativi a tutti i lati riescono gli stessi. La figura 33 n. i,a e 3 , 
è relativa a questa specie di volta , per la quale io ritengo le con- 
suete denominazioni ah.= ia , £B = 3&, AH=BK=6', HG = c,i7^.Jj. 
LC'=c', D’E=«, EE'=< , ed il raggio dell’arco D'E'=r. 

Ciò posto , è chiaro che la superficie interna della volta si 
compone i.° delle superficie curve di otto mezze ugne , ugnali 
a quella projeltata in AO'B', di Innghezza d, e di scroi assi 
della base b e c 3.” e della superficie curva di una volta ci- 
lindrica , di lunghezza 300'=3a — 3Ò, e di semiassi deliri sua 
base ancora b e c. Ma il valore della prima si tia per lutti tre 
i rasi ò>-c , ò<c , b=c , dalle formole (LV) del n.° ii4 , 
sostituendo 86 ad a ; e quello della seconda vien espresso nei 
medesimi rispettivi casi da 

4(a-6)6E'(«), 4(a-ò)cE'(«) , 3*(a-ò)6 v 
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, dove « esprime, del pari che nel citalo n.® Ii4 t il rapporto 
dell’ eccentricità al semiasse maggiore dell’ ellisse avente per 
assi ai e ac; dunque la superheie interna della volte sarà 
espressa da 

46c[ - +^log^-^Ì^^+^-^^E'(“)] » quando 6>c, 

'■ C *0 c c 

j.iarc(sen=«) + {— -i)E'(«)],quando5<c, 

a[ir(a-i)+46]6 , quando &=c. 

i36. Per rapporto al volume abbiamo parimente otto mez- 
ze ugiie , o pure quattro spicchi uguali a quello projettato nel 
triangolo /OL, ed una volta cilindrica estradosspta secondo in- 
dica il n.® 3 della figura. Ma il valore di quello spicchio na- 
sce dalla formola (T) del n.® i34 , solo che a si volti in 6 , e 
per simmetria di calcolo a' va b' \ c quello della volte cilin- 
drica è dato dalla formola (XXI) del numero 4^ cambiandovi 
a , a', ó', »■', i' in A , A', a(a— A) , r , , S. Dunque la 
parte materiale della volta di cui è parala verrà espressa da 

V = 4(a + A')(A-l-A')c'-[v(a-A)+|A]Ac.f ’ ) ' 

/ - a- )...(LXVI11); 

j (3r-<)<*-f a(a-A)[r*arc(sen=-)-j(r-0]\ 

ed ili questa formola , divenendo nulli i termini affetti da a e 
da t quando 1* estradosso della volte è un piano orizzontale 
( 4i .e i34 ) > il di lei volume resterà indicato semplicemente da 

V = 4(a+A')(A+A')c'-[T(a-A)-J-|-A)Ac . ; . (LXVIII'). 


...(LXVll) 
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DELLA TOLTA d COSCA , DETTA ALTRIMENTI A OATSTTA. 


i3'j. Nello slesso caso Wlla pianla rellannolai'c è in nmlto 
pregio , e conviene assaissimo , secondo Rondclcl , alle grandi 
sale, un'altra costruzione per la tjuale l'intradosso risulta piano 
verso il mezzo del soccielo , ed è curvo dappcriiillu intorno. 
Gli spigoli entranti sono ancora disposti a 4 ^** , come nella volta 
precedente , ma in luogo di prolungarsi fin» all’ incontro si ar- 
restano ad una distanza fra loro, uguale ad un terzo , o circa, 
della larghezza della pianta ; che f|uesLi si reputa essere la di- 
sposizione atta a produrre il migliore clTetto. Gli estremi dei 
quattro spigoli così prodotti sono i vertici di un rettangolo non 
molto dissimile dalla pianta , e che risponde ed eguaglia la parte 
spianata dcirintradosso. £ la figura 34 rappresenta nei suoi n.° 

I , 3 e 3 la pianta , ed r tagli della volta pel mezzo della sua 
lunghezza e della sua larghezza. 

|33. Dividendo tutta l’altezza , che deve avere la sala da 
ricoprirsi , in due parli una delle quali -{larcggi il terzo della 
sua larghezza , e facendo alte le mura diritte clic devono soste- ' 
ncr la volta quanto è l’altra parte (se pure le circostanze non 
esìgano diversamente ) gli archi delle sezioni della volta per 
lungo e per traverso saranno dei quadranti di cerchio. Ma io 
supporrò in generale che siano ellittici , non costandomi mag- 
gior pena il valutarne la superficie , ed il volume in questa 
ipotesi , di cui la prima è un caso particolare. Per la stessa 
ragione supporrò die la larghezza ON della parte plana dell’in-^:/^/ 
Iradosso abbia un valore qualunque , che nelle circostanze par- 
ticolari potrebbe esser diverso dal terzo della larghezza della 
]ii anta. 

139 . Ciò premesso, ritenendo pei simboli a,&,c,a',c' 
i medesimi significati rispettivi del n. i35 , chiamando pure r, 
s , ( il raggio, la mezza corda e la freccia di ciascuno degli 
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ardii ugnali D'E' spetlanli all’ estradosso , e notando con e 
il semiasse orizzontale AB' dell’ellisse interna,' sarà prima di 
tutto la lunghezza O'M del soccìelo rettangolare espressa da 
a(a — e), e la sua larghciza O'N da a(6 — «) ; e si vedrà fa- 
cilmente che la superlicle interna della volta si compone i.° 
dalle superficie curve di otto mezze ugne uguali a quella pro- 
iettata in AO'B' avente per lunghezza « e per semiassi della 
base « e c ; a.° dalla metà della superfide curva del cilindro 
avente per base l’ellisse dei medesimi assi, e per lato a (6— e) 
3.° della metà della rupcrficic di un altro cilindro della stessa 
base, e del lato a(a— a); 4“ ® finalmente del soccielo ret- 
tangolare di lati a(a-e), a(6-«) e perciò di superficie 
4 (a— e)(6 — <f). Ma abbiamo dai n. 4* ® *>4 lormole onde 
poter valutare le dette snperficie’curve in tutti tre 1 castale, 

, e e = c ; dunque per tal mezzo avremo rispettivamente 

S=4[(a-e)(i-e)+e*+-^c*l<»g^^^+(a+*-3®)«E'(‘)] J 

S=4[(‘’~«)(^*)+«*+ ^ (sen=a)-f{a-l-é— ae)cE '(•)/•• (EX JX) 

S=4(®-®)(^®)+Sc*+3vc(a+ft— 2c)_ j 

dove i esprime il rapporto dell’ eccentricità al semiasse mag- 
giore dell’ ellisse che ha per semiassi a e c. 

i4o. Con eguale facilità si vede che la parte materiale 
della volta' si compone i.°di otto mezzi spicchi uguali a quel- 
lo projettato in HOL , avente per semiassi delia curva inter- 
na e , c , per lunghezza anche e , per ispessezza inferiore ed 
altezza dei rinfianchi c', e per raggio , seno e freccia dell’ 
arco esterno r, s, i; di due volte cilindriche aventi per 
rispettive lunghezze a(a — e), a(b — e) e per comune sezione 
retta la figura LC'D'E'C/; 3.° ed in fine di un parallelepipedo 
rettangolo avente per lati 3(a— e), 2(i-e), c'-{-<— c. 
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Ora il Tolame degli otto meui spicchi è dato .dalla for< 
mola (T) del n.° i34 , cambiandovi a e & in e : e si trova 
4(o'+e)*c'-Jc«*+t<*(3r-<) . . . (i). 

Le due volte cilindriche sono insieme espresse' da • 

— ae)[a(a'-fe)c'— a(r— t)-l.r*arc (sen = -) - -c e]. . .( a); 

ed il parallelepipedo c manifestamente rappresentato da 
4(a—e)(ò—e)(c'-f-i~c) ... (3) ; ' i. 
dunque il volume della volta proposta verrà espresso da - 
(i)-f (a)-j-(3) , ossia da ■ ' ► 

1 4[(a-ffr+a'-e)(«'+e)c'+(a-e)(6-e)(c'-f.<-c)-J c«*]+ J 

V=^ . V. . . V , ,)(LXX); 


} t*(3r— /)-f a(a-f^ae)[r*arc(sens— )— r(r— <) — c e]. 


) 


e cancellando in questa formola i termini ofTutti da a c da t , 
resterà per la volta a conca , estradossata secondo un* piano 
orizzontale , I' espressione più semplice 

'-Ì[;e+,(o+6-2e)]ce. 


• I l/'MA SFBOB Dt VOLTA CILINDRICA , CHB PARTBCIFA DI QUBLLA 
A CBOCIBRA , B DI QDBLLA A PADIGLIONB { B DÌ 
Vn’ altra PICCOLA VOLTA OLINDRICA. 


i4i. Sia A'B'A'a' ( fig. 35, n.“ i ) la pianta rettangolare Fig.35. 
di una volta, e le sezioni della medesima secondo A'B', e B'ù' 
vengano rappresentate dai uum. 3 e 3 della citata Ggura. Dal 
centro O del rettangolo sicno > prese nelle rette OA , OB le 
parti OM , ON proporzionali a un di presso alle OA, OB,c 
concesse Compilò ih rombo MNM'N' si uniscano le rette A'N, 

B'N ; B'M , i'M ; i'N' ; o'N'; ’a'W, A'M'. I tronchi da cro- 
ciera projettati nei triangoli A'NB', B' M 6*, 'a', ed a'M'A', 

due dei quali dipendono dal ii.° 3 della figura , e i due altri 
i6 
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dal n.” 3, 'fàuna parte della volta e spettano palesemente alla 
specie delie volte a erneiera. Intanto siccome i piani verticali 
menali per B'M e li' N jwoducono nelle interne superficie ci- 
limlriclie di tali tronchi due quarti di ellisse) uno di semiassi 
B'M , HC', e l’altro di semiassi B'N , KG , e questi qua- 
dranti ellittici nei punti projettati in à cd h' hanno altezze fra 
loro uguali fg ,■ f’g' ( perchè si suppone , al solito , UC = KG ) 
niente impedirà die MB'N sia la projezioue di uno spicchio- 
delia superfìcie cilindrica , generata da una retta parallela ad 
M N e che si appoggi ai delti quadranti. Ora questo spicchio 
cd ì tre altri consimili projettati nei triangoli NA'M', M'a'N', 
N''i' M, congiunti ai quattro suddetti tronchi negli otto spigoli 
salienti projettati nelle rette B'M, B'N, ec. formano anche 
parte della volta , la quale per questo partecipa della volta a 
spicchi , 1 o vero a padiglione. In fine il mezzo dell’ intradosso 
di essa volta è uguale alla' sua projezione MNM’N' (’). i 
i4»-.Ciò posto, prendendo le rette OA ed OB quali assi, 
delle x,edy, ponghiamo secondo, il consueto 

0\=a , OBxf' , HC=KG=c , AH=-«, BK=*',LC'=c', De=«, Ee=t, 

\ ■ » /.‘I ' I # ’ •! ' I / I 1 

c dippìù espi tmiaino con r il raggio corrispondente all' arco 
De, che d’ ordinario suol essere circolare ; con s' c t' la se- 
uiicorda e la freccia dell’ arco D' E', che risulta ellittico, e con 
? m ’etl n le rette OM ed ON. ’ < i 

La condizione del.iraccoedaniento fra gli archi di estrados- 
so rii darà per semiassi verticale ed orizzontale dell’ arco ellit- 
t M. , ) - - . S 

, ! ■> j Li ■ . . ’ 

' f‘C) '[licita fìpecie di volta 4 * delta con ragione da Roodelet a doppi 
•^pi^oli^ gli aiigvlii (Kcdri dei cuoci po*lì d' iolorno ai medesimi, s[iigoli vea> 
go no ottusi , laddave sono acuti o rellt nella crociera ordinaria. Però essa 
è da reputarsi piu stabile ; oltre a che , supponendola ben eseguita , pre- 
senta una forma piti elegante, e piti suscellibiU: di esser decorata. 
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s b 

tico D'iL'F', r, ed -r , oltre a dovei: esspr^ e 

o sa 

1 43- Per la misura della superficie inlerpa , della, volta , 
abbisogna conoscere la retta A A', e la perpendicolare che dal 
punto B' cade sopra MN, che è il semiasse orizzontale della 
sezione retta del cilindro cui spettano gli spiacbi di sopra nomi- 
nati. La prima si ottiene dalla 'proporzione 
AB' : AB'— De : : MN : A A', ovvero b : l>—s : : : AA' 

per la quale si ha AA’=(i — ^)/ : dove I esprime per brevità 

il radicale Per aver poi la seconda si osserva che 

la retta M N ha per equazione my-^-nx =:mn , onde essendo 
n e A le coordinate del punto B ', la distanza del punto B' alla 
retta MN sarà espressa (*) da 


an+bm—mn 


, e quella di A A' alla stessa da 


an-^-bm—mn 


i44* Por procedere alla misura della parte materiale della 
volta , si dee prima osservare che le altezze degir spigoli ret- 
tilinei di estradosso, projettati nei lati del rombo MNM'N', 
al di sopra degli spigoli corrispondenti d’ intradosso projettati 
nei lati, medesimi , essendo tutte uguali alla retta £C ovvero 
£'G, è naturale che questa retta serva di spessezza al socciclo 
piano della volta. Allora per la indicata misura è d’ uopo co- 
noscere gli assi della sezione retta della superficie cilindrica 
esterna projeltata in MAA'N. A tal fine osserviamo che essen- 
do r ed^r.secBB'N i semiassi dell’ellisse esteriore projeltuta 

nella retta B'N , quelli della sezione retta della superficie ci- 
lindrica generata da ima parallela ad MN, che muova radendo 



(') Lacroix , trigouopteiria , o.* gi. 
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il contorno di dotta ellisse, saranno r ed -r.secBB'N.scoB'JlM. 
* u o 

Ora conoscendo la perpendicolare dal punto B' alla retta 
avrenio 


senB'NMs 


an-f-£m— 

/XB'N ■ 


B'N B'N 

Ma è inoltre- secBB'N = -;r 77 r= ; dunque i cercati seuuasst 

B J3 a ' ‘ 

, an4-fim — mn 

saranno r ed !— r-; r. 

bl 


145 . Premesse queste formole , -ceggiamo da prindpio co- 
me si possa ottenere la superfìcie interna della volta. La me- 
desima è composta. 

i.” dalle superfìcie di quattro tronchi da crociera , uguali 
due a due, e projettati nei triangoli A'NB', a'N'6'; B'M6', 
A'M'a' ;• le quali superfìcie possono, secondò r casi , valu- 
tarsi con una delle formole (LVII) esprimenti 1’ analoga super- 
ficie B'C'C dulia fìg. aG. In esse cambiando solo a in a—m 
che dinota la retta A M , e quadruplicando il risultato , si ot- 
tengono le superficie projetlate in A'M'a', B'M6''; e del pan 
cambiando solo b in h—n nelle formole con che si esjiressc (laS) 
la superficie ourv.i B'CE della fìg. 37 , si ha nel quadruplo 
del risultato 1’ insieme delle superficie projettate in A' N B ', 
ed a'N'i'. : • 

3." dalle superficie di quattro archivolti cilindrici , anche 
uguali due a due, e projettati nei rettangoli B'i'; A'K', 

, b'V. Queste superficie , essendo quelle stesse d'elle quali si par- 
lò nel n.° is3 in proposito della volta a crociera , le prime 
•duo varranno insìeine quanto lo esprime una delle formole 
4f/6E'(«), 4«'cE'(«) , 3x«'c secondo i casi 6>c,ò<c, 
i = c;e parimente la somma delle due altre verrà espressa per 
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una delle formole ^ab''E,' {/L) , 46'cE'(^), a»i'c a tenore 
dei casi a'^c , a<e , a=c. 

3.° dalle supciGcìe curve di quattro spicchi fra loro ugua- 
li , projelUti nei triangoli A'M'N , B'NM, è'MN’, oN'.M', 
e simili a quello indicato nella fig. a6 da B'CNnO; per mo- 
do che ad ottenerne la somma bisogna prendere quattro volte 
ciò che viene servendosi nuovamente delle formole (LVU) , c 

cambiandovi a e ò in / ed , che sono 1’ espres- 


sioni della M N , e del semiasse orizzontale delia sezione retta 
dianzi considerata. 

4-® e finalmente daU’ aja del rombo MNM'N' espressa 
da 3OT/». 

Per gl’ indicali mezzi può sempre aversi la superficie delia 
volta f e nel caso il più semplice die ho luogo qua udo b=c , 
ed in conseguenza si trova espressa dopo le riduzioni da 

ae [(*-2)(a-flj)+»a']+4n(ò-p6 -/i)E '(jS )+4 e ÌE '(i )- 1 


dove e esprìme la perpendicolare dal punto B' sulla retta MN 
e si è supposta ( conforme all’ indicazione di Bondelct } mag- 
giore di' e;- ed • dinota il rapporto delP ccccnlricilù al semiasse 
maggiore e nell’ellisse che ha per semiassi c cd e. 

i46. Per misurare la solidità della volta si può cominciare 
dal vano interno. Questo si forma i.° dai vani dei quattro 
tronchi ugnali a due a due , e prujettati nei triangoli A'NB', 
a'N'ò'; a'M'A' , ò'MB' Ora in virtù del n.®ii 7 i primi due 
valgono insieme quanto (»— })(6 — n)ac , e i due altri quanto 
_m)òc ; per modo che tutti quattro insieme formano 
(<T— |)(aaò— on — 6/ir)c. 

3.° dai Vani dei quattro archivolti ■ anche uguali due u due, 
• proiettati nei rettangoli A'K', ò'/,'; a'L.', B'I,-' : e questa 
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vani formano in tutto r (a&'+a’i)c , o più semplicemente 
nva'^c, ammettendo , secondo 1' uso e l' indicasione della fl'> 
(,'ura , clic a' e b' sieno proporzionali ad a e 

3.° dai quattro vani uguali degli spicchi projettali nei 
triangoli A'.M'N , B' N M , a'IS'M'. Ponendo mente 

che la forma di questi non è diversa da quella indicala nella 
fig. sG da B'CN/tO,se ne avrà la somma nel quadruplo del 
' valore che prende la ibrmola (LVIII) , quando invece di a, e 

. . , an-\-hm~mn 

di b si sostituiscono l , ed ^ ■ • : con che ritrovasi 

{^ — ì){an-\-bm—mn)c. 

4 -° e (iualmente dal parallelepipedo che ha per base il 
roiiiLu M K M ' N ' e per altezza c , e che perciò vien espresso 
da 2 cmn. 

Pertanto l'intero vano della volta risulta espresso da 

v = 3c|i[»(a+a')-|o]+(|-^)/7in . . (LXXII). 

1 47 -^ Fingendo ora che la volta sia tutta massiccia , vediamo 
come si |K)lrebbe trovarne la misura , per quindi aver quella 
della sua }iarte materiale mercè la sottrazione del vano dianzi 
calcolato. Da principio è chiaro , che il piano orizzontale ebe 
passa per la C'D divide l’intera volta in duo parti , delle quali 
quella sottoposta al plano è un semplice parallelepipedo rettan- 
golo , che ha per lati a(a-fo'), 3(ù+i') , e c', e che per- 
ciò vieii espresso da 4(o+^' l’ altra parte che 
suvrast.v il detto piano è formata 

I da ipiuUi'o segmenti di cilindri retti , uguali due a due, 
1 quali limino per basi i segmenti DEF, D'E'F', e per lati 
rispettivi le rette gh , g'h'. <. 

2 ° da quattro trouchi pur eguali due a due , e projettali 
nei triangoli /iM/z, /t'Hp', ec. ciascun dei quali è simile a 
quello ebe nella fìg. 26 è per metà rappresentalo da NPMllG. 
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3. ® dd qnatiro segmenti di spicchi , tulli fra loro ugnali , 
e proiettati in AMN'A', ec. 

4 . ® finalmente dal parallelepipedo che ha per base il rom- 
bo MNM'N', e per altezza la retta «E=/,e che perciò vico 
espresso da ^mnt. 

Ora le forronle (II) e (III) dei segmenti circolari ed el- 
littici , e r espressioni delle rette gh y g' h' che per la simi- 
glianza dei triangoli A MB',' gMA ; BNB', j'NA' vengono 

uguali ad o'-f-(a— n»)( i — — ) , 6'-f(A — n)(i — ^) » ci pongono 

nello stalo di calcolare i segmenti cilindrici da prima nominati. 

Dei tronchi da crociera in seguito menzionati , i due pro- 
iettati nel triangolo AMp e nel suo opposto , che sono a su- 
zione retta circolare , si hanno dalla fommla (C') del a-® lai, 

cambiandovi rispettivamente t' ed l in « , t ed - ( a — m ) 

che esprime la retta ; c prendendone il quadruplo. £ i 
due altri proiettati nel triangolo A'Np' e nel suo uguale ed 
opposto , si hanno dal quadruplo della formola (F) del mede- 
simo numero , cambiando rispettivamente 

b, c , l, s\ t' in r, l(A-n) . y* > * 

che esprimono per ordine i semiassi orizzontate e verticale 
dell'arco ellittico D'F', e le rette d'N, D'e', e'E'. 

Anche i quattro segmenti uguali di spicchi , projettati in 
AMNA', ecc. dipendono nella misura dalla citata formula (F). 
Per darne ragione, si menino per A ed A' le perpendicolari' 
Ad, h'd' sulla MN ; e s'intendano Insistere sopra le rette 
AM , A'N e le delle perpendicolari, i relativi segmenti delle 
sezioni , generate nel cilindro di estradosso dai piani verticali 
menati per le medesime quattro rette. In tal mòdo il solido 
projellato in AMIV'A' si troverà diviso in tre porzioni projet- 


Digitized by Google 



( ) 


tale in hdìtl^ hdd'h\ ed A'd'N. Ora Ja prima e U terza di 
tali porzioni , punto non difleriscono dal solido espresso nel- 
la lìg. a6 da NPMRC; cd in particolare le rette MP, PW , 
ed ]S’ C di questo si conrruutnno colle rette hd, eE, dftl del- 
la prima porzione, e colle rette A'd\ e£ , d'N della terra 
porzione. È poi evidente che la seconda porzione è un solido 
cilindrico avente per Lase il segmento ellittico di semi -corda Ad 
c di freccia «E , e per lato A A'. Quindi , in virtù della osser- 
vazione fatta nel n.° ii8, si avrà la somma della prima e della 
terza porzione cambiando nella formola (F) i simboli 


b , c, l , s’ ,t' in 


an•^■bm—mn 

Vi ' 


s an-{-bm—mn 

À" ’ 67 


a , c'-f-/— c 


clic esprimono ordinatamente i semiassi orizzontale e verticale 
della sezione retta della superGcie cilindrica esteriore projettata 
in M/<A'N; la somma delle rette Md, Nd';eia semicorda e 
la freccia del segmento che ascinde da tal sezione il piano o- 
rizzonlale condotto per C'O. Quanto poi alla porzione cilin- 
drica , è chiaro che per averne la misura bisogna moltiplicare 
la metà del nominato segmento , espresso colla formula (HI) , 


per la retta A A'=(^i Dopo ciò, prendendo quattro volte 

la somma dei due risultati , si avrà quella dei segmenti di 
spicchi, proiettati in AMNA', ecc. 

L’ iiisieine degli spazj enumerati, donde si forma quello 
che occupa 1’ intera volta a doppi spigoli , risulta espresso do- 
po la riduzione da 

2 {a-\-a)[b-\~b')c'+mnC-{- ™ *£r«arc(sen=-)-r(r-t)— 

O t'O 

l^ \(.^r-2d)di 3(e-6)(A-s)/ , ^ 

è Jb- 

dove [>er brevità si è scritto d in luogo di c’-^-t—c che espri- 
me la spessezza in cima della volta. £ da questa espressione 


(LXXIII); 
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sotlraendo quella già rilrovata pel rano , si ha la parte materia- 
le della stessa, che perciò può indicarsi con (LXXIII)— (LXXTI). 

148 . Quando poi la volta si suppone estradossata secondo 
un piano oriaiontalc , divenendo nulli i termini afietti da a , e 
da < , il massiccio della volta risulta espresso semplicemente da 

4 (a-f-o ){b + ò')p‘^3Òc[ir{a+a)-^a']-i ( 5 Jl>iwJ.(LXXiy). 

* * 

i 49- Porrò termine a questo articolo, e in pari tempo alla 
Irattauone delle volte cilindriche con la misura del vano , e 
della superficie di una piccola volta , poco adoperata fra noi , e 
che dal nome che le danno i francesi ( trompe cyUadrigue ) , 
dovrehhe chiamarsi tromba cilindrica. Serve essa per sostenere 
un muro circolare che sporge in fuori da un altro muro dritto, 
rimanendo , per così dire , pensile nello spazio ; ed al dire del 
signor Hachette (') vedesi praticata in qualche chiesa di Parigi 
a sostegno di cappelle circolari. La sezione del muro dritto col 
piano dell’impostatura della volta è terminata da due rette pa- 
rallele oA , a' A'; e questo piano taglierebbe l’esterna &o}fct-Fig.3S 
fide del muro circolare ( se fosse in giu prolungata ) nel cer- 
chio descritto col raggio AO , e col centro O sito nella per- 
pendicolare eretta sul mezzo di a A. L’ intradosso della volta 
appartiene anche ad un cilindro, i cui iati son paralleli ad a A, 

]ier modo die 1 ’ arco esterno , ovvero la centina della volta è 
la curva di doppia curvatura in cui s'inlersegano le due super- 
ficie cilìndriche. L’elevazione poi di questa ceiitiiia, e la sezione 
retta o puifilo dell'intradosso dipendono una dall’altra. Cosi 
Rondclel suppone circolare l’elevazione a'C'A' , ed Haclielle 
la sezione retta AC , servendosi uno del semicerchio descritto 
sul piano verticale menato per a' A' col centro' in D' , e rallru 


(*) Tralt.no di jtcmirl/iu dtHriUiia , pag. 3o4 , d." 67 - 

*7 
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del sem ìcercbio costraiU) nel piano Terlicale condono per D'DK 
eòi centro in K. 

In anendue le costruzioni il piano yerticale che passa per 
0 D dividendo in due parti eguali la superficie interna del pari 
che il Vano della volta , potremo limitarci alla misura di queste 
loro metà. A tal fine io le suppongo divise in elementi con de' 
piani verticali paralleli a quello dell' elevazione , uno dei quali 
è io pianta rappresentato dalla retta QM. Io questo modo l'e- 
lemento della superficie , relativo al detto piano , avendo per 
sezione retta il corrispondente elemento N n del profilo , egua- 
gliei-à il prodotto 1^ 1<^ stesso piano, generando nel 

vano della volta un rettangolo di lati M Q ed N Q' ( per esser 
parallelo ai lati di amendue le superficie cilindriche ) l'elemento 
di questo vano avrà per misura il prodotto di tal rettangolo per 
la retta elementare Qy, cioè a dire MQxNQ'XQ?- Se dun- 
que prendiamo per assi delle x , y e t una qualunque retta 
parallela ad a A, la retta indefinita OD , e la verticale innalzata 
dal loro incontro , i detti elementi della superficie e del vano 
saranno espressi rispettivamente dui diflerenziali »(/(dy*+dz*), 
ed xzdy^ 

j5o. Dopo ciò ponendo 

AD=a, CB'=:c , AK=r, OD^ossia </(r*-a*) , 

ed ammettendo da principio l’ ipotesi di Rondelet , prendiamo 
il punto O per origine delle coordinate. Allora l' equazione 
della superficie cilindrica projettata nella curva di elevazione 
a'C'A', e quella del muro circolare projettata in aBA, ver- 
ranno espresse rispettivamente per **+t*=a* , x*-f-y*=r* ; e 
.sottraendo la prima dalla seconda , nascerà la terza equazione 
y *— z*i=r *— a che appartiene alla sezione retta AC, e dimo- 
stra e.sser questa una iperbole equilatera. 

Ora i trovati diflerenziali , per efletto di quell’ equazioni 
divengono ' 
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e perciò la misura della superficie e del Taoo della volta di- 
pende dall* integrazione di queste formole , la quale dev', esser 
fatta da z=o sino a z=B'C = a per la prima; e da y=OD=j 
fino ad y=OB = r per la seconda : dopo di che bisogna dupli- 
care i risultati. 

Il primo integrale non può « senza un calcolo ipplto labo- 
rioso » ottenersi che con una tenue approssimazione, e ciò me- 
diante le indicazioni del n.° loa. Ma per ventura non è lo stesso 
del secondo integrale, che agevolmente può tarsi dipendere 
dalle tbnzioni ellittiche. In fatti dovendo ~ easem 
>r*-o% affinchè il differenziale aia rea- 

le , adempiremo in. un tempo alle due condizioni supponendo 

a* - * * 

I I . ,*;dove as~. C&n onesta eoslitnziomé e Col porre 
^ z>.*sen> .. . . r.!, 

anche per brevità \/(t — s*scn*f)=A, il detto integrale diviene 

o • /sen“V -"Wn 4 p 

-prJ ^5 

Ora fingendo , sulle tracce del signor Legendre , identica 
l'equazione Ab 

y 

la si renderà tale realmente coi valori 




A = - 


B= 


a—»* a a— t* 

3*4’ ~ 3*4(i— 


'3i* ’ 3i*ti-i*)’ 

c:he SI trovano liberandola dal segno y* e dal de mediante la dif- 
ferciiziuziorie , i ndi facendo sparire le frazioni , e finalmente 
uguagliando i coefficienti delle potenze simili di senp nei due 
membri. 

Intanto, siccome per rapporto ad ^ si è osservato che i li- 
miti dell’integrazione doveano essere ^sv^(r*—a*)=«, edys/*, 
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così, per effètto delPeqoaxione v*= — ,i limiti relativi 

1 i-t*sen*9 

a p saranno ^ = e f=go". Ma fra questi lìmiti ì valori che 
prendono le due parti non affètte dal seguo f sono nulli , e 

quelli degl’ integraU /Adp si notano coti £’(•} ed F'(i); 


dunque ritornando all' espressione della superficie j rimettendo 
per C , D , t, t i loro valori, e duplicando il risultato, avre- 
mo per vano della tronvba cilindrica di elevazione semicir- 
colare 


v=5r[(ar*-a*)E*(-)+3(r»-a»)F*(-)]... (LXXV). 

i 5 i. Passando all'altra costruzione della tromba cilindrica , 
supporrò 1 ' orìgine delle coordinate In K. Allora notando con h 
ed r' la retta OK,elaKDò vero 0 'A,la superficie cilindrica 
del muro circolate , e quella dell’ intradosso vengono indicale 
per l' equazioni x*+(i ed = gli dementi 

della superficie e del vano si trovano espressi dai difiereuziad 


che devono integrarsi da = r fino ad y = KD = r'. Ch- 

sebbene questi differenziali si confroutino con quelli dei nu- 
meri 107 e no , pure col metodo stesso tenuto in questi nu- 
meri , non si otterrebbe altrettanta approssimazione : difitti , 
la superficie della volta si trovcreblre uguale al prodotto dell’ 
arco AC per la retta AD; ma Supponendo la retta DF liiiigu 
quanto il detto arco , lo sviluppo di tid superficie è a un di 
presso raffigurato dallo sjmzÌo a FA : converrebbe dunque che 
questo spazio uguagliasse |tresso a poco il rettangolo DO, cioè 
clic fosse l’area ADF uguale all’arca AGF : il che ognun 
vede quanto sia lontano dal vero. Una così graixle aberrazione 
procede dacché , per èsser nullo il radicale esistente nel nib- 
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meratore quando ysi—r , il masaioio ed il minimo valore > 
assunti da questo radicala fra i limiti yz=k — r ed y=r'-, diflfc* 
riscoDo un dall’altro per lo stesso valor massimo : cioccliènon 
avvenne nel citato n.” 107. La medesima cosa verificandosi per 
ciascuno del radicali esistenti nel dilTereuziale del vuuo,auclie 
la misura di questo , ese(|UÌta col metodo del n." ito, non a- 
vrebbe che un approssimazione assai tenue. 

i 5 a. Questa circostanza intanto ci serve di occasione per 
indicare il metodo grafico che può sostituirsi a quello della in- 
tegrazione , senza molto discapito in esattezza. 

Per rapporto alle superficie curve esso non può applicarsi se 
non a quelle che tono •vituppabili (*}. A tal fine bisogna disegnare 
con diligenza, e sopra una scala di riduzione abbastanza grande 
la figura nascente dallo sviluppo della superfic ie die si vuol 
misurare, o soltanto della sua metà, s’ò divisibile in due parti 


(*) Si dà questo Dome alle superficie curve che posnuo dùiendeni ov- 
vero (piegarti io una tuperficie piana , senza che le di lei parti si sovrtppon- 
gano o pure ti disgiuDgano l' line dall' altre : e sono tali per esempio le su- 
perficie coniebe e le cilmdricfae. Le regole per eseguire lo sviluppo t' inse- 
gnano di propoaito nella coal detta geometria descriuiea , ma nel caso delle 
superficie cilindriche, basta dividere la curva che n’ esprime la sezione rena 
e ohe suppongo indicala da AXi , in parti come Nn cosi piccole da poterai 
stimare reuiline* ( al che. è comodissimo servirsi della biscuooe successiva di 
lale corra , quando h circolare ). Couducendo in seguito per gli estremi di 
csse,N,n altreltauti lati della superficie cilindrica , te ne avranno le lunghezze 
QM , q m , coniate da una sezione retta DF di definita posiziooe, mediante la 
proiezione AMB ( esistente in un piano parallelo ai Fati del cilindro ) della 
eurva che serve di termine a quella parte di stiperficie che si vunfe svihip- 
parc. Dopo cih, portando sopra la retta DF presa come asse delle ascisse le 
particelle successive Nn , ec. della sezione retta; pei loro termini menaiKio 
come ordinale i corrnpondenli lati Q M , q m , ec. della superficie cilindrica ; 
c per gli estremi di tali ordinale facendo passare una , curva continua A M'P, 
si avrà nello spazio A M' F D il domaudalo sviluppo. 
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uguali con una retta). Rapportando in aeguito la figura ad una 
relu come asse delle ascisse . che guardi la concavità della curva 
ottenuta dallo sviluppo , si dividerà questa retta in particelle 
uguali , di numero pari , e piccole quanto basta acciò menando 
le ordinale pei loro estremi dividano anco la curva in piccoli 
archi. Qui ponendo termine alle operasioni grafiche , si ridur- 
ranno in numeri , mercè la scala adottata , le dette ordinate 
ed una di quelle particelle; e dopo ciò l’area della figura sarà 
data con sufficiente approssimazione dalla formola 

ìACy.+4r.+3y,+4r*+ • • • +.yii) : (') 

dove A esprime una delle parli uguali dell’ asse ; ed y, , y, , 
y, , J', , ya sono le ordinate , il di cui numero di- 

spari è n, per modo che procedendo dal punto F verso 1), 
vengono y,= o , ed j'n=AD = o. 

i53. Una formola consimile serve a misurare con eguale 
approssimazione un solido terminato da una superficie qualun- 
que , ed è 

jA(*,+4r. + 2».+ 4^+ +»n) : 

dove . . . «a esprimono le aree delle setioni iàtto 

perpendicolarmente ad un asse diviso in un numero pari n di 
particelle uguali ad A. In generale la misura di ciascuna di tali 
sezioni ( da eseguirsi colla formola precedente , in mancanza di 
metodo più esatto ) è ciò che rende laboriosa F applicazione 
della (orinola attuale ; ma nel caso nostro , le sezioni parallele 
al piano verticale menato per a' A' non essendo che dei rettan- 
goli , la cosa riesce comodissima , e nella specie , essendo nulli 
nei purili O e B , abbiamo a,=o, ed «o = o. 


(') Quota formola e la seguente tono dovale a Tonimiso Slmpaon , e 
se ne può leggere la dimostrazione nell’ architettura idraiUica dd lig. Pronjr , 
tomo I , 5- J»3, 
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i54- In ordine alla tromba cilindrica giova finalmente os- 
servare , che le rette da potersi con facilità misurare sopra luogo 
sono la corda sA, e le due fi'C e BD. Difatti , per rap- 
porto a quest’ ultime , un filo a piombo che dal punto più allo 
della centina arrivi sino al piano dell’ impostatura , ci dà uella 
sua lunghezza la retta B'C , e nel suo estremo inferiore il sito 
del punto B , di cui può misurarsi la distanza del punto D , 
che chiamerò b. Ora conoscendo le DA e DB dell’ arco AB , 
e le B'A, B'C dell’arco AC, avremo bentosto 1’ espressioni 
dei loro raggi e della distanza dei centri 


aò ’ 


r =- 


b *+c* 
2b 


e = (r*— a*). 


Adunque le dimensioni proprie della tromba cilindrica , cioè 
la corda , lo sporto dal muro dritto , e l’ altezza , bastano a 
determinarne il vano e la superficie. 


DELLE VOLTE COHICRB. 


i55. Nella composizione dei monumenti ed edifizj che sod- 
dis&nno a tutte le condizioni di regolarità e di simmetria , nou 
entrano come elementi necessarj \c volte coniche , óoh quelle il 
di cui intradosso è una superficie conica : perchè queste di ordi- 
nario non si adoprano , che per rimediare agl'inconvenienti che 
nascono dalla irregolarità del terreno sul quade sì costruisce , o 
pCT esteùdere certe parti di edifizio nei piani superiori , o per 
cambiare in questi piani alcune interne distribuzioni. Per tale 
ragione potrei dispensarmi di farne parola in questa Memoria , 
principalmente destinala alle volle che occorrono nella civile 
architettura. 

Non però di meno, siccome da una parte avvi delle volle 
coniche di forma regolare ( come per esempio quelle che i 
Francesi chiamano irompet tur let coint , e le altre che ser> 
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vono a coprire gl' incavi fatti nei muri e destinati a contenere 
oggetti di decorazione , come vasi , statue ec. ^ e da un' altra 
parte la trattazione generale delle volte coniche non è lunga 
come quella delle volte cilindriche > cosi mi sono determinato 
ad esporre le formule per le quali , nella piupparte dei casi , 
può misurarsene la superficie e il vano interno. Questo scopo 
sarà conseguito , se alle note formole della superficie e del vo- 
lume del cono retto, e dal suo tronco a basi parallele , si ag- 
giungano quelle della superficie dell' ugna del medesimo cono, 
della intera superficie curva del couo scaleno, e del volume 
della sua ugna- Per verità tutto ciò non può essere dimostrato in 
un' operetta come questa ; ma anche la semplio e notizia di ta- 
luni I isultaroeiili ottenuti dai grandi geometri , può sovente in- 
teressare I' attenzione di quelli che coltivano le arti. , > 

Fig-Sy i56. Sia ABA'V un cono retto, e suppongasi primamente 
' taglialo dal piano D£D' che vi produce l'ugna DAD'ED. 
Per r asse del cono sia menato un altro piano perpendicolare 
a D£D', che incontri questo nella retta EFG ,e produca nel 
tono la sezione triangolare A VA'. Il piano di questa sezione 
essendo anche perpendicolare alla base del cono , la DD ', in- 
tersezione della base col piano DED', sarà perpendicolare al 
piano A VA', e quindi alla retta OA ; e similmente per ogni 
ultra sezione parallela alla base del cono, come EMN , la NN' 
sarà perpendicolare alla LM. È poi notissimo che questa se- 
zione è ancora un cerchio che ha per centro il punto L. 

Ciò premesso , ad ottenere il difierenziule della superficie 
conica dell' ugna conducasi per O la 0< parallela ad £F, e si 
pongano 

. OA=OD = r, LM = LN = », VL = *, tanVAO=m , 
tanEGV:z/i, angAOD = «, augMLN = 9. 

Avremo immedialameute O V=0 A tanO A V r , e VE ossia 
p = L M tanEM V = LM taiiO A V = wi* , donde OE=m(r— *). 
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Da III)' altra parte, condotta la Ou parallela ad F i> , è 
chiaro che OF=«i'=L<» — L«. Ma OF=OD cos AOD = rcos« , 

Lv = LN cosMLN =xcos 9 , ed La = 0 L taii VG E=mn(r—x); 
dunque sostituendo sarà 

cns<t + mn 

rcos« = *coso — mnfr— *) , di dove x = r. 

' cosif + m« 

Ora fingendo l’ ugna tagliala da un altro piano parallelo ed 
infinitamente vicino ad MNM'N', l’elcmealo della sua superficie 
conica frapposta ai due piani devesi misurare dal prodotto del- 
l'arco NMN' per l'elemento del lato del cono racchiuso fra i 
medesimi piani: perciocché supponendo che nello sviluppo della 
superficie del cono, indicalo dui settore circolare A'AA'V (aventeFi^ . 5(9 
per raggio il lato del cono, e l’arco A'A A’ lungo quanto la circon- 
fereliia'ADA'D', fig. 37, della sua base ) l'intera zona di superficie 
conica interposta a quei due piani sia rappresentata dallo spazict- 
to M'MM'/n'/nm', e quella porzione che spetta aH'ugna da Nan'N' , 
le linee Nn ed N'n', non potranno essere che infinitamente 
piccole , dinotando gli sviluppi delle due parti della curva 
DFD' ( fig. 37 ) iiitercettc a quei medesimi piani, e che so- 
no esse Stesse infinitesime. Quindi unendo VN e VN', i na- 
scenti triangoli Ncn, di lati infinitamente piccoli sa- 

ranno , quanto alla superficie , infinitesimi di secondo ordine , e 
perciò disprezzabili rispetto al quadrilatero Nnn'N', che lo è 
solamente di primo ordiuc. Questo dunque potrìi misurarsi , al 
pari dell’altro Nar'N', moltiplicando Mm per la semisoinma 
di NN' ed sa', o, che torna lo stesso , per la sola NN' : 
come abbiamo asserito. 

Ma essendo dt la parte dell’asse VO frapposta ai ducFi^.J? 
piani , quella sìmile del lato V A torna uguale a 

dt lecA VO=— v^(i = +m*) ; 

m 

ad essendo 1 ’ angolo NLN’ indicato da 39, la lunghezza del. 

18 
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l’arco NMN' deve esprimersi per 39*; dunque avremo per 
l’elemento dS della superficie conica dell’ ugna 
dS = 3 \/( i-i-m*).ipxdx. 

Questa espressione invita per la sua forma all’integrazione 
per parti , ed operando in tal modo si ha 
S = s/(i+m’)y’a*d 3 f +w’ )(x’9-/x’dp) . . . (p). 

In seguilo considerando l’integrale fx^dp, e sostituendo ad ** 
il suo valore in 9 , viene 


yx*d9=/-*(cos« + i«rt 


d 9 


('/)• 


' m n -f- cf)s 9 ) * 

Per far dipendere questo nuovo integrale da un altro dove 
il binomio mn-|-cos9 non sia elevato a potenza , si suppone 


Ir 


</9 


y 4 sen 9 


+ B, 




d^ 


m/i + cos9 ' m«+cos9 
ed operando su questa equazione col metodo tenuto nel n.®i 5 o, 
si hanno per vatori di ^ c j? 

— * — mn 


Azz 


B=- 


Finalmente per trovare f - — faremo col sicnor Pao- 

mn-\- cos 9 

li C) cos9=j/, c successivamente i — i ) *x ’ : con che 
si trova 

t/9_y dy r idi 


J: 


Jz 


mn + cos<? ” win-j- *+("*'* — i ) *** 

Ora quest’ultimo integrale è noto dagli clementi, e si esprime 
per archi di cerchio o per logaritmi secondo i casi rnn'^i, ed 
Dunque introducendone qui il valore , e ritornando 
alla variabile primitiva 9, a\rcmo ('*) 


(') Vedi gli flcmcnli di Algebra del iig.Paoli, tomo II , pag. 1 08, cdii. III. 
(**) Le riduzioni a farsi per ottenere queste formole essendo alquanto la- 
boriose , possono vedersi nel citato luogo del signor Paoli , ma sar'a bene che 
il lettore cerchi falle da se , per suo vantaggioso esercizio di calcolo. 
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v/(mV-i) 
I 


I , WJ/<C0SP4-I^ 

arc(cos=^2 — r~^“ ) » 


mn-f-cosp ‘ 


quando mra>i, 


I +ffincosp+senpv'(i-ffj*n*) 

//, ^7nr*°8 ;■ — , quando mn<i. 

✓ (.i-ff* « ) mn + cosp ‘ 

Quando poi mn-=i i valori di ^ e d? divengono infìniti , e in 
conseguenza la furniola in cui si ritrovano è in difetto. Ma al- 
lora, essendo i -f- cos p = a cos’ ? , ponendo -=£ viene (') 

f, 




Queste formole divengono nulle insieme con p. Quindi contan- 
do Li superficie dell’ ugna dal suo vertice E , dove appunto 
p = o, le costanti da aggiungersi agl’ integrali saranno nulle : e 
basterà cambiare p in « per estendere la detta superficie fino 
alla baso del cono. Adunque ritornando successivamente all’ e- 
quazioui (f) e (p) , restituendo ad x il suo valore in p, cam- 
biando p in « , e per brevità ponendo il lato del cono , cioè 
adire r\/(i + m*) = l, avremo per superficie dell’ ugna nei 
rispettivi casi mn^i , , ed mn=i 

j.r. • '»»+cos« m/ifinn-t- cosati mncosa-l-i 

**^1*4 — , (sena ^ - ^ arc.cos — )], 

y/Cm*/i*—i) mn-feosa'^ 

i-fmncos*-fv^( i— /n’/»’).scn« 
* m/a-heoso 

//•(«--sena— jseii«cos«). 

157 . Vale la pena di osservare che si ha mn= i quando E F 
e parallela ad A’ V : perchè allora tanEGV, o vero /i, pareg- 
gia tan G V A , o vero tan 0 V A , o infine cot 0 A V , che si espri- 

B»* • Supponendo poi che la FE roti attorno il punto F, 


mn-pcosa mn(mn-^cosx), 
*'1* ~ i * : (sena — — loa 

^ » — «VI*»* ' » /f • ® 


i-mW 
a 


(*) Lacre» , elementi di calcelo , a.* za6. 


.VLXXVI) 
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è chiaro che pieganck) verso A everso V , l’ angolo E G V cresce 
o tliniiuuisce , e quindi risulta mn maggiore o minore di i. Ora 
è noto, che nelle tre nominate posizioni della retta EF la se- 
zione DED' è rispettivamente una parabola, un'ellisse o pure 
una iperbole ; dunque la superiicic curva dell' ugna del cono 
retto dipende da archi di cerchio quando la sezione da cui è 
generata è una parabola o pure un’ ellisse , e da logaritmi quan-. 
do è una iperbole. 

i5^. Inoltre la considerazione dell’ ugna prodotta da un pia- 
no segante , mette nei caso di poter valutare la superfìcie co- 
nica frapposta al vertice ed a questo piano : perchè si vede ma- 
nifestamente nella figura , che soltrueudo la superficie conica 
dell’ ugna da quella del cono viene 

a restare tutta la superficie convessa del cono khf'h V. Si 
può dunque tener per fermo che la misura della tuperficie co- 
nica di rotazione , qualunque curva di eecondo grado ne sia 
la base , dipende sempre daUe ordinarie trascendenti circo- 
lari e logaritmiche. 

iSg. È bene osservare che per l’uso delle formole prece- 
denti , c colla nota misura delle porzioni di superficie che son 
contenute fra lati ed archi di sezioni circolari , può anche ot- 
tenersi la misura di una parte di superficie terminala da piani 
qualunque. Così [>cr esempio, fingendo che aed sia la super- 
ficie di un ultra mezza ugua avente per vertice il punto e , le 
dette formule ci pongono nel caso di misurare le superficie AMPIO 
omNd mediante la soltruzione delle due MEN, meN dalle 
rispettive altre AED, aed\ ma è nota dagli elementi la mi- 
sura della superficie A Mm a ; dunque sapremo ancora la super- 
ficie amND che diflerisce dall'altra amNd j>er la richiesta 
superficie D N d. 

iGo. Merita poi attenzione il caso in cui n = o , c quindi 
rnn<i. Quando esso ha luogo il piano che produce l’ugna è 
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parallelo all'asse del cono , e la di lei superficie non ammelte 
più di una sola espressione , eh’ è la seguente 

S = /r(« — scn«cosa) . . . (LXXVI'). 
i6i. Sarò brevissimo trallaudo della cosa più difiicilc , cioè 
della superficie del cono scaleno. Questo soggetto ha occupato 
i più grandi geometri , ma le loro ricerche non sono di natura 
da potere trovar luogo in un libro come questo. Mi limiterò 
dunque a farne conoscere il risultalo , presentando quello otte- 
nuto dal signor Legcndrc (*). 

Siano VO c VB l’asse e 1’ alteaxa del cono, ed il piano 
menato per tali rette produca in esso il triangolo A VA'. I lati 
VA e VA' di questo saranno ad un tempo il minimo ed il 
massimo lato del cono. 

Sia inoltre l'angolo AVA' diviso per metà dalla i-etta VI. 
Ponendo OA = i , AV=/, A'V = /', e jicr brevità angBVI = ^, 
la formola dell’intera superficie curva del cono sarà 
S = 3 >//l'.[(n+i)n + E'(senO-F*(senO]- • • (LXXVII) ; 

dove n=cofe, e = aang(tan=v/|,) , e n si ha dall'equazione 

illL:12!lÌ!!:ili^n=-+F(cos^ e)[F*(senO-E‘(senO] + 

sen e cos 0 a 

F'(senO[tanev/(i-cos*^sen*0)-E(cos{ , 0)]. 
j6a. Passo finalmente a considerare il volume dell’ ugna 
del cono , sia retto , sia scaleno. In quesU ricerca un’ osservazione 
semplicissima mi dispenserà di ricorrere , dietro le cose di- 
chiarate innanzi , al metodo integrale , che mi getterebbe in 
calcoli non poco laboriosi , particolarmente iap|K)rto al cono 
^caleno (**). 


(*) Eurciij di caUolo integrale > n. 94 i 9^ > 9^ * 

(••) Per eucre sfuggita quesU osservazione al signor Franeais ha egli 
dovuto- limitarsi a considerare la sola ugna del cono retto , e valutarla me- 
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Noa è chi uon vede che 1 * ugna sia la differenza di due 
solidi entrauihi di natura conica , uuo che ha per base il seg- 
ineiilo circolare e per altezza quella del cono , e 1 ’ altro che 
In per base il segmento della curva , e per altezza la perpen* 
dicolarc abbassala dal vertice del cono sul piano da cui l’ugna 
è prodotta. Ora questi due solidi si misurano moltiplicando ri- 
spettivamente le loro basi pel terzo delle altezze , e rispetto di 
queste basi abbiam già le formule per le quali dipendono dagli 
assi, o dai diametri conjugati delle curve di cui son parte (7 
09 ). Non ci resta dunque a trovare che i valori di tali assi 

0 diametri in funzione dei dati che determinano la posizione 
del piano , c la distanza del piano stesso dal vertice dei cono. 

i63. Cominciando dall’ ugna relativa al cono retto, e rite- 
nendo le denominazioni adottale nella misura della di lei su- 
peificie, conduco pel vertice del cono la VQ parallela ad A A’. 

1 triangoli simili che quindi ne risultano GOF, GVQ soinini- 
nislreranno le proposizioni 

GO:OV;:GF;FQ, GO:OF::GV:VQ 
dalie quali si ottiene 

FQ = mr</( l-fn*) , VQ = (m«+cosit)r. 

In seguito gli altri triangoli simili a due adue£AF,EVQ; 
E'A'F, E'VQ danno le proporzioni 

VQ+AF:AF::QF:EF, VQ- A' F : A'F: : QF-.E'F , 
mercé le quali si trova 

”»(«-cQs«)ry/( i + a*) £,p >”( I -f cosa)ry/( r -|-w*) 

~ mn-fi ■’ ~ mn — i 

(tiinle un’ ÌDtegrazione che non è licuramente delle più semplici. Ioolu« la 
forinola dal medesimo ritrovata, non riguarda punto il caso in cui 1' ugna 
r generata da una sezione iperbolica , ed oltre a ciò , per un errore di 
..i-gno , caduto in tutto il suo calcolo , la detta formola ò immaginaria ; esM 
l>eiù diviaiic reale e conforme al vero cambiandovi n in — 11 , come lo esige 
maniiestameiiie la figura a cui il sig, Fraocais si riferisce. ' 

Vedi la corrispondetua della scucia Politecnica , tomo II, pag. 66 e seg. 


I 
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Ora la retta E£' da una parte, e da uu’ altra parte la retta 
il di cui quadrato è quarto proporzionale in ordine al rettan- 
golo di EF in E'F, ed ai quadrati di FD e di ££' , sono gli 
assi delia sezione generala dal piano EFD; dunque chiamando 
e 3 C tali assi , avremo 

^ (LXXVlll). 

i64- La figura 3 ^ è relativa al caso della sezione ellittica, 
mentre si vede che A' Fè < VQ, ciocr( i -l-cos«t Xr(wj/i-j-cosa) 
c quindi i<TOu. Sarebbe A'F>VQ quando i>mn,ed al- 
lora la sezione sarebbe iperbolica per le note proprietà del cono. 
Basta dunque cambiare m*n*— i in i— /n*n* nell’ espressioni di A 
e C per avere i semiassi dell'iperbole. Finalmente quando 
VQsA'F o vero mn = i , la EF viene parallela ad A'V , e la 
sezione risulta una parabola: in questo caso l’espressione della 

EF riducesi ad — (i-cos«)v^(i-f-/n’). 

i 65 . Non resta a trovare che la distanza V P del vertice 
del cono dal piano della sezione. A tal uopo essendo 

OG=OFtanOFG=OFcolOGF=— cos« , ed OV=OAtanOAV=r/n , 


avremo VG = ^ (inn-f cosa ) , e quindi , per essere sen = — , 


VP = VGsenOGF = 


(m/i-fcos«) r 


. (Lxxix;. 


Questa espressione conserva la sua forma attuale nei due casi 
dell'iperbole e dell'ellisse , c solo quando trattasi della jvira- 
(i-f-cos«)r m(i-fcosa)r 


boia diviene 




0 vero 




i66. Dopo ciò , cono.sccadosi le coordinate EF, FD, e gli assi 
della sezione DED’, avremo l’area DED' mercè le eose det- 
te nei numeri 7 , 60 c 67 ; ma abbiamo ancora dal n.° 3 
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quelle del segmento circolare DAD'; dunque moUiplicando tali 
aree rispetlivamente per , VP ed IVO , la differenza dei pro- 
dotti esprimerà il volume dell’ ugna DAD 'ED : il quale nel 
caso della sezione ellittica , cioè quando i <nt/i , verrà ugu a- 
le dopo le riduzioni ad 

mr* 2scn2*-f-mnscnj(3-fcosa») mncos«-fi 

— — — arc.cos 1 : ' 

i 3(m*n*-i) (/n*n*-i)* mn + cosa ■' 

nel caso della sezione iperbolica, o vero quando i^/nn, sarà 
2 sena .-|-m/isen«( 3 -l-cos 3 «) z(fn/j-fcos*)®. i-f^/icos*dv'(i— m*/i*).sen« 


+ 


-log 


° mn+cos<t 

e nel caso della sezione parabolica, cioè quando i = m/i, sarà' 




m r 


— a — sena cosa — J sciita ). 

167 . La seconda di queste formole è in difetto quando mn=—i , 
benché questa supposizione si riferisca al secondo caso. Ma al- 
lora il piano secante divenendo , come DiD', parallelo a 
quello che tocca il cono lungo la retta AV , produrrà iti esso 
una sezione parabolica , e l’ugiia DA'D'iclie quindi ne risulta 
si troverà nella slessa relazione con V A', ehe vi sarebbe fra 
l’ugna DAD’ E e VA se il piano DED' fosse parallelo a 
quello che tocca il cono lungo il piano VA', cioè se fosse 
m/i=i. Avremo dunque il volume dell’ ugna DA'D'i sostituen- 
do nella terza formola dianzi ritrovata 1’ arco A’ D all’arco AD, 
ossia ( per non cambiare il significato dei simboli ) pouend» 
■»-« al luogo di « : con che viene 

D A'D'« = Ym/-®(T— «-t-senacosa — — sen^a). (') 


(*) Il signor Fr.mrais nel luogo innanzi ciuto , parlando del caso io cut 
rn 0 = — I , nomina I' ugna che in tè contiene il vertice del cono ( e che in 
«oii<<‘guenza non potrebb’ «ktc se non il solido DAO’t ) e le assegna per 
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i()8. Se dopo aver menato il piano DEtf, e determinata la 
retta EF come innanzi (i56) , si faccia passare per la stessa 
retta an altro piano D'Ed', che s* inclini al primo sotto un 
angolo dato , la misura del solido D E D'F diverrà un poco più 
laboriosa , sebbene possa ottenersi coi medesimi principj. Difat- 
ti menando ancora per V G il piano VGE' perpendicolare all’ 
altro D'EeT, e che lo interseglii nella retta GE', questa si 
troverà a giacere sull’asse della sezione D'Ed', e si formerà 
in G un angolo solido dalle rette GV, GE, GE'. Sia (JNN'il 
tj'iangolo sferico , prodotto dai piani di quest’ angolo solido nella 
superficie di una sièra di raggio i , c di centro in G. Esso è 
rettangolo in N e ne sappiamo 1' angolo in N qual comple- 
mento del dato angolo compreso dai piani GED, GED', e 
l’ ipotenusa UN che misura l’ inclinazione del piano primitivo 
DEd coll’asse del cono. Se dunque notiamo con « ed a' gli 
angoli AOD, A’OD'; con /S quel complemento, ossia l’angolo 
in N; con » e »' i due VGN, VGN',e con • l’angolo EGE', 
avremo per determinare gli angoli t’, ed ■» (*) 

sen>'=seni>sen/S , tannstanreos^ , (f). 

Dopo ciò, essendo OG = OFcotOGF=rcosacotr, avremo 

OP 

OF’=OGlanOGF'=rcos «cotrlan»', e cos«'=^^=cosacotrtanr'; 

ed allora, ponendo ■ nelle formole dei numeri i63 e i65 que- 
sto valore di cosa' in luogo di cosa, ci si renderanno noti i 
valori della £'F',dei semiassi della curva D'E' d', e della perpen- 


votume U formoU dell' ugna DAD^E , col regno dell* ultimo termine cam- 
biato in Or questa tua auertione non è afiàtto in armonia colla formola 
da noi trovata in questo n.* , ed ogni attento lettore può facilraemc cono- 
acere chi di noi stia per la verità. 

(’) L^endrc , Irigontmelria , n.* LXX. 

19 
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«iicolare dal vertice del cono sul piano di questa curva. Ma 
Sappiamo ancora £F, £G, non che l’angolo £GE'=«; dun- 
que , per la nota misura dei segmenti delle curve coniche , po- 
tremo avere lo spazio mistiliiieo £FD' del pari clic 1 * altro 
AFD' : c quindi moltiplicando il primo spazio per la distanza 
del piano D ' £d' dal vertice del cono , e sottraendo il prodotto 
dall'altro simile dello spazio AFD' per l'altezza del cono, il 
terzo del residuo nc darà la misura del solido AFD'£ , die dif- 
terusce dall’altro già misurato AFD£pcl richiesto solido DFD'£. 

it>9. Avendo innanzi ( iGo ) trovalo la siqiei'licie del- 
I' ugna prodotta da un piano parallelo all’asse, è bene che i|ui 
se ne cerchi il volume, che nelle applicazioni è di maggior im- 
portanza. Ad ottenerlo convien porre n = o nella seconda delle 
tbrmole ( LXXX ) , la quale , in virtù, della nota iormola tri- 

i-f-sen« , * V i- 

goiiumetnca =tan(4^ +“) > diviene 

cosa . 3 

V = -^ [«-ssenacosa-f-zcos^alog tan( 45 ®-J- -)]... (L.X.X.X'j. 

170. Passando -all' ugna del cono scaleno , suppongo, che 
questo cono sia pure indicato dalla figura ^o , e prendo per de- 
terminanti di esso il raggio della base , 1’ asse , e 1’ angolo 
d’inclinazione VOL dell’asse alla base, per modo die il pia- 
no di quest’ angolo sarà quello dell' asse e dell’ altezza del co- 
no. Determino, la posizione del piano segante mercè quella delia 
corda Dd die produce nella base , e del punto G'in cui taglia 
1 ' asse del cono. Abbassando dal centro la perpendicolare 0 A 
sulla delta corda, questa rimane determinata per gli angoli AOD 
c DOL; il punto G poi è fissato dui valore della retta OG. 
Siano dunque 

OL=r, OV=r , OG=/ , nngDOA=« , angAOL=/S , angVOL = ;/, 
c si osservi che la retta £F , prodotta dal piano segante in 
quello della curva, è parte del diametro relativo alla yorda Dd. 
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I valori delie rette OF ed FD vengono espressi imincdial.'i- 
mente da rcosa ed rsen«; ma coiivien ritrovare ijuclli delia 
retta £F, del detto diametro c del suo coiijugato e deU’ango* 
lo da essi contenuto , e in fiiic la distanza del piano della se- 
zione dal vertice del cono, quella del piano DAd essendo 
uguale palescinentc i>d asen^. Ora abbiamo sulle prime tiii trian- 
golo sferico rettangolo i di cui cateti sono l’angolo VOL = j ,■ 
ed LOA = /Sj adunque il terzo lato cioè l’angolo VOA sarà 
detc'rminaln per l'equazione cosVO A = cos^cosy , e sarà pur 
noto cos FO G = — cos/Scosy ; onde per la trigonometria rettili- 
nea potrà calcolarsi la retta FG clic chiamo a, e l'angoloOFG. 

Parimente i due triangoli sferici e rettangoli, nascenti uno 
dalle rette VO , VL', VD , e I’ altro dalle rette VO , VL , 
VD', ci danno 

cos VO D= cos V O Lcos LOD=cos 5 -cos(<e— /S)= — cosGOD , 
cosjV O D ' = cos V O L cos L O D’ = cos y cos ( <t ^ — cos G O D ' ; 

e così possono calcolarsi anche le rette VD, VD', GD,GD'. 
Pertanto conosciamo lutti i Iati della piramide VDD'G , c 
quindi possiamo calcolarne 1’ altezza ('). 

Coi valore di « si può procedere all' investigazione dell’a- 
scissa E F e dei semidiametri conjugali atinlogbi a quelli notali 
cuu A M C nel caso precedente (i63) , c ciò col metodo stesso 
adoperato in tal caso. A questo modo, nell’ipotesi che la se- 
zione DEd sia una ellisse, si trovano 

cosa) ^ s/r( a-f- <)cosa ^ r(s-)-< )cos« 

scos«-fr ’ j*cos*«t— r* ’ ~ \/( a*cos*« — I*) 

Per avere 1’ angolo EFD contenuto da questi diametri si 
consideri 1’ angolo solido contenuto da FA , FD , FE , dove 
conosciamo l’angolo EFA = OFG, l’angolo A FD retto, e l’m- 


(•) Legendre , tlernemi di geametria , nou V , problema VII. 
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clinazione, cLe chiamo f, del piano EFA idenlico a VOA , col 
piano AFD identico ad AOL : la quale inclinazione si può 
ricavare dal primo triangolo sferico dianzi considerato, e vie- 
ne espressa jier l'equazione tauJ'=!^^. Pertanto nel triangolo 

sferico che ora si considera avremo cosEFD = seuEFA cos J'. 

171. Mediante la conoscenza delle £F, FD, e dell’ ango- 
lo EFD, e dei seniidiametri yJ e C , può tenersi come nota 
1 ’ area della sezione DEd. Solo conviene che si sappia ancora 
la specie della sezione medesima , la quale dipende , come nel 
caso del cono retto , dal rapporto fra la retta A F e la parallela 
che se le conduce da V sino ad incontrare la F £. Quando lu 
jtrima di tali rette è minore della seconda , o vero t^acusa , 
la sezione è un’ ellisse , e l’ espressioni di ^ e C è bene che 
conservino la forma datale qui sopra. Quando la prima è nutg- 
giure della seconda, ossia f^scosa, la sezione è una iper- 
bole , e nelle due espressioni di e di C fa d’ uopo cambiare 
«*COS*a— f* in <*— a*cos*«. £ finalmente quando la prima è 
uguale alla seconda o vero <=«cos«,la sezione è una parabola:, 

e l'espressione di EF diviene ^ ^ 


( ) Se non si conoscesse il cono di cm è porte 1* ugna che si vuol mi- 
surare , per venire a capo di questa miiara potrebbe odòlUrti il metodo ' se- 
guente. ' 

Itel piano della curva DEiy coodòcuì aoà corda aa* parallela all'altra 
DD', c per essa iulcndausi menati due piaai,uoo che m parallelo a quello 
dell' altra curva BAD* , e I' altro 'che paasi pel vertice ignoto V del cono. 
Supponemlo- prodotto quest' ultimo fine ad incontrare il piano DAD' nella 
ietta lt‘, sarh questa retta parallela allaaa'. Poiché dunque ogni ‘ pianò con- 
dotto pel vertice V del corra, e per una retta parallela a DD* nel piano DEI)', 
produce anche nel piano DAD' una retta paraliela a DO', lo itesao avrà luo- 
go pel piano menalo per V e per la tangente della curva DED parallela a 
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172. L’applicazione delle teorie precedenti alle volte co* 
niche in u!>o non è punto difficile. 

Consideriamo da principio quella che gli architetti francesi 
chiamano irompe tur le coin , e che vien rappresentata dalla 
figura 43. In essaAN — A'JN' , an—a'n' dinotano le sezioni 


DD’ ; ma queMo piano tocca il cono lungo tono il lato ebe passa pel con- 
tano, dunque la reUa parallela a DO' che un tal piano produce nell’ alno 
DAD’ deve ancora esser taogente della curva DAD*. Quindi, per le note 
proprietà delle curve coniche , potremo conoscere sulf ugna i punti di con- 
uitto A ed E di ootal piano colie curve DAD' e DED ’, unendo il punto 
medio F della OD' coi punti anche medi di due corde qualunque parallele 
ad essa, e condotte nelle rispettive curve. Cosi dunque possono determinarti i 
punti A ed E , e quindi conoscere la dislanaa AE. 

Sia ora p il punto dove il piano parallelo a DAD' , che si è supposto 
passare pe* ss’, incontra la AE. Conosceremo le parti Ap , e pE della retta 
giù nota AE , mediante la proporsìone Fn : aE : : Ap : pE , in cui si 
sanno le rette Fn , itE cd AE. 

IiioUre per là conoscenza delle rette ss', ps , ps ', e di Ila loro posizione 
rispettiva, la curva spi' dee aversi per cognita del pari clic l’altra DAD' 
clic r è simile ; ma I' angolo npt è uguale all’ angolo rriAt : duuque saranno 
fra loro simili i seginetili spF, lAt ; e starli ps ad Ar come un parameuo 
della prima curva al corrispondente par ametro della seconda ( per esempio come 
il raggio ddPuna a quello delPaltra , nel caso che le curve sps', DAD’ son 
circolari ). Potremo dunque conoscere a questo modo la A( , e in modo a- 
nalogo la At' , donde rilevasi la posizione di questi punti ( e f' , e quindi pos- 
sono misuratsi le porzioni di Iati s(, ed t't'. 

Allora le proporzioni il'—n' : : t ts : tV : t t's’ s'V : ; Ap ; pV, 

ci pongono al caso di conoscere le rette Vs , Va', Vp ; e per tal modo, sa- 
pendo tulli i lati delle due piramidi VAt<’, VEsS', se ne potranno calcola- 
re le altezze. Ma le aje dei segmenti DAD, DED {tossono stimarsi note , 
mentre appartengono a curve coniche , delle quali pnò conoscersi U tpec.e 
F r individuo mercé la grandesza e la posizione rispettiva delle rette AF , 
U', DD’j EF, ss’, DD*{ dunque non mancherà nulla al -calcolo dei due 
solidi di natura conica , di cui l’ ugna proposta è dffièrenta. 1 
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orizzonUli de’ due muri di un edifizio , die s’ inconlrerebbero 
iid Hiigulu retto se fossero prolungali sino al piano verticale me - 
nato per BB', ma che sono interrotti per le lunghezze A B,'oB , 
lati del quadrato ABoV. Lo spazio clic si projelta orizzontal- 
mente ili questo quadrato fingasi che debba restar liirero per 
un’altezza dota , a partire dal livello superiore del terreno. Per 
' .soddisfare a questa condizione è necessario inflettere i muri 
]irtricipali secondo i iati AV',aV del quadrato A Bri V’, di sorta 
che la sezione orizzontale de’ muri deiredifìzio diverrà N A V au- 
N'A'V'a'. Suppongasi dippiìi che 1’ edifizio debba conservare 
ne’ piani superiori la forma che avrebbe se i muri priiicii»ali 
AN— A'N',an — a’/i' fossero interrotti : ne verrà in conscgiieiizii 
che la parte su{>criore della fabbrica, che sovrasta al quadrato 
ABaV, sporgerà in fuori dai quattro muri terminati dai piani 
verticali condotti per NA, AV, Va, an; e che per soste- 
nerla bisogna innalzare sopra questi muri , come piè dritti , una 
volta conica. 11 piano del quadralo ABaV è quello dell’ im- 
|>ostalura della volta ; hi supciTicie di essa è quella di un cono 
I retto che ha il vertice in V , e per lati le rette VA, e Va 

inclinate all’ asse V B per ; e finalmente la sua ccntina e- 
sleriore, espressa in elevazione da DCcf, formasi dalle sezioni 
prodotte nel cono dai piani verticali menati per AB ed aB , 
le quali , per essere i detti piani paralleli a quelli che tocche- 
rebbero il cono secondo i lati Va , e VA, altro non sòno che 
due mezze parabole uguali , aventi per ordinate rispettive le 
BA,Ba,e per comune ascissa verticale una retta lunga quanto 
la BV od A a. 

173 . Per la recata definizione della volta è chiaro , che la 
di lei superficie nasce sottrae ndo da quella del mezzo cono pro- 
iettato inEVe, le altre delle due mezze tigne prodotte in esso 
. da’ piani verticali menati per AB, ed aB.Ora notando con 2 a 

la corda e 1' altezza della volta , che sono fra loro uguali , la 
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prima superfìcie è per gli elementi espressa da 2 9 y/ 3 .a*-, le altre 
poi si hanno dalla terza delle formole(LXXVl) con farvi /=3<>\/a, 

4 

m = i , n = I, r= 2 a , « = 90®, e viene a ^ 2. ( *■" j)<** • dunque 

Sv'a 

avremo per la superfìcie della volta S= — — a*.. . ( LXXXI ). 

174 - Simile apertamente è il modo di ottenere il vano 
della volta : quello dei mezzo cono projettato in E V e è dagli 

elementi espresso periva®; le due mezze ugiie poi projettate 


m BAE, B<i0 si hanno dalla terza delle formole ( LXXX ) 
mediante le sostituzioni m=i , r=azi, >=90'* , e per tal modo 

vengono insieme espresse da ^ (H) a^. Che però soilracndo 

questa for mola dalla precedente , il vano della volta avrà una 

misura esatta ed espressa da v = — o® . . . . ( LXXXI I ). 


175. Evvi ancora un altra volta conica di forma regolare, 
meno adoperata della precedente , ma che non pertanto ha me- 
ritata 1 ’ attenzione di Rondelet (*). Non sarà dunque inoppor- 
tuno r esporre almeno sommariamente il calcolo necessario a 
conseguirne la misura , esibendone per altro i risultamenti. 

Il triangolo a VA rettangolo in V giace nel piano deU'im- 
postatura della volta , e la superfìcie di un cono retto , di cui 
quel triangolo è la sezione per l’asse, prolungasi fino ad in- 
contrare un muro tondo , li di cui faccia interna taglierebbe , 
dove fosse prolungata, il piano dell’impostatura nel semicerchio 
oDA descritto sul diametro oA.Per tal modo la superfìcie ed 
il vano della volta restano projettati nello spazio ABoV, e 


(*) ^rle di edificare , tomo II , pag. 273. 
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r arco 0 centina di essa è la curva di doppia curvatura in cui 
tagliano le due superficie , ed in elevazione , ossia iu pro- 
iezione verticale, vedesi espressa in dCD. 

176. Le parti della superficie e del vano projuttate nel 
triangolo a VA, non essendo diverse dalle metà della superficie 
0 del volume del nominato cono retto , le nostre ricerche si li- 
miteranno alla misura delle rimanenti parti projeltate nel semi- 
cerchio aBA. A questo fine le suppongo intersegate da un piano 
perpendicolare all’ asse del cono, ed espresso in pianta da N N 
La sezione prodotta nel mezzo cono essendo il semicerchio di 
raggio PN , rappresentato sol piano di elevazione da nvn',$arà 
l'arco mvm' l’intersezione del piano colla superficie della volta, 
c lo spazio umvm u' quella del piano stesso col vano della 
volta. Quindi moltiplicando il detto arco per l’elemento del luto 
del cono , proiettato in VP, si avrà ( i 56 ) il difiurenzìule della 
superficie della volta; e moltiplicando lo spazio umvm’ u' per 
r elemento della retta VP, nascerìi il differenziale del vano della 
volta. 

Ora ponendo aA=aa, VP=PN = a;, c PM=j', abbiamo 

arco m»»»j'=:a*arc(sen='),. rettangolo tnu'=a^v^(**-^*), 

s 

y 

segmento nivin'=a(*arc(sen = -)— y*). 

X 

Inoltre , per essere semiretto l' angolo V N P , la secante 
trigonometrica di esso è >/a;onde notando con dx l'elemento 
Pp della VP, sarà dxy^a quello del lato del cono projettato 
in VP. Ed in fine, per la natura del cerchio aDA,la di cui 
circonferenza dee passare per V, si ha _y=v/( aa*—**). Quindi 
per le cose «nzidelte i difierenziali della superficie e del vano 
deUa volta saranno espressi con 
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c?S=av/ar*d*irc(sen = v^^-^! — 

X * ‘ • 

' d\ =\/ 1 . xdxy/{x~a){na—x) -f- x*rf*arc(sen = v ^^-^! — —). 

Questi difTerenziali essendo aflulti da archi di cerchio , e i 
difierciiziali degli archi di ccrcliió espressi per le loro lince tri- 
gonornetriche , essendo algebrici, non avremo che diirerenziali 
algebrici integrando da principio per parti ì due termini a Oc Iti 
da archi. Per tal modo si trova 


_ , . , , ' a-^x r 

S = v' a .x*arc (sensv/ — — )+oJ— 

V y-r 


xdx 


.3 - 


V=yarc (scn=v^- 


3<l— X 


a)(aa — x) 

1 

)+%/a./xdxv^(x-o)(3a-x) + 

3 r x*dx 
T'a-' V 


a 

37: 


v'C»- o)(aa-x) 

. La ricerca poi di quest’ ultimi ^'.tegfali , che si devono 
prendere da x=VO = a fino ad x=VB = aa, è tutta elemen- 
tare, mentre la nota sostituzione v/(x — a) (aa — x)=(x— a) * 
basta a liberarli dai radicali , ed i fratti razionali che quindi 
ne derivano sì riferiscono ad una formola comune a tutti gli 
elementi di calcolo differenziale ed integrale t e che in quelli 
del signor ’Lacroix si legge nel num. 300. Dandosi dunque la 
pena di effettuare . le integrazioni fra i detti limiti, e di unire ai 
rispettivi risultamenti le metà della superfìcie curva e del vo- 
lume del cono projeltato in aVA , si troverà 

S=-^to*=4,7t?39a* ( LXXXIII ), 

3 . w ? ■ ■» 

Vs ^^*a®=3,5gi8oa® ( LXXXIV ). 

177 . Sia ora la volta conica obliqua indicata ^^.Fig. 44 . 

Na»N'a' dinoti la sezione orizzontale di un muro dciredifizio 
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interrotto sulla lunghezza a A . , base del triangolo a VA, e si 
supponga che lo spazio cuneìForme ' projettato orizzontalmente 
in questo triangolo , debba restar libero per una altezza data. 
Per soddisfare a questa condizione , c d’uopo cambiare le dire- 
zioni delle facce verticali e parallele del muro principale , per 
modo che la sezione orizzontale di esso divenga fi AVOR- 
IO 'A 'V'a'n'. Supponendosi però che 1’ edilizio abbia ne’ piani 
superiori la stessa forma che gli converrebbe senza l’interru- 
zione del muro principale , è forza che una parte di questo e- 
diQzio sia spargente per rapporto ai muri A V A* V' — a Va' V', 
c che all’ uopo di sostenerla s’ innalzi sopra questi muri , come 
piè dritti, una volta il di cui piano d’impostatura sia orizzon- 
tale. Or questo piano tag^liando le facce verticali de’ piè dritti , 
e del muro principale nel triangolo aVA, è commodissimo il 
prendere per superficie della volta quella di un cono retto , a- 
venfe per vertice il punto V , e per lati le rette Va, e VA. 

1 ^ 8 . In tal modo la cenliiia esteriore della medesima cuna 
semi-ellisse, che ha per asse maggiore aA , e per semiasse 
minore una retta facile a determinarsi ; jierciocchè supponendo 
essere V G 1’ asse del cono , ovvero la retta che diviite l’ an- 
golo a VA per metà , e menando la Gd perpuadiculai-e alla 
G V che incontri la V A prolungata in d, sarà Gd 11 raggio 
del cerchio generato nel cono dal piano verticale condotto per 
Gd ; ma l’intersezione di un tal piano cou-quello della cen- 
tinu c nella GF perpendicolare alla retta a A sul piano verti- 
cale menato per questa retta; dunque tagliamlo G/' uguale a 
Gd, la nominata semi-ellisse dovrà passare per J', ed in con- 
seguenza avrà per semiasse verticale IC una retta, il di cui 
quadrato e quarto proporzionale in ordine al rettangolo di a G 
in AG, ed ai quadrati della retta Gf, c della retta al metà 
di aA. 

179 . Definita cosi la generazione della volta, e supposto 
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che le rette AD e Vfi siano rispcllivamente perpendicolari alle 
rette VG ed aA , pongo - - 

aA=a<a, ICac, Vo=/, VA= /*, Gd=r, ang GdV’ =;«, ang aGV=i. 

È chiaro che la snperficie della Tolta nasce sotlrueiido dalla 
metà della superficie del coho projetlato in A V D , la metà 
della superficie dell’ ugna projettata in AaD. Ora essendo . . 
OD=VDsenOVD = l'cosf(, la prima superficie vien espressa 
da «-/'*cos,u; la seconda j>oi è data dal valore die prende 
la prima delle formnle ( LXXVI ) cambiando rispettivamente 
/ , r , m , a , a in , tcos/u ^tan/4 , tanr , e v , ciocché la 
fa divenire 


*/’*COS/<{ I — 


tanju tanr 


f+r 


tan jitanr — I 


) : 


tan^tanr-fr ^ tan u tanr 
dunque la superficie della volta risulterà espressa da 

, (LKXXV). 

2 tan/tlaar-f- 1 tan/utanr-f- 1 
i8o. Semplicissima è poi l'espressione del vano della volta: 
poiché questo non essendo diverso dal volume della metà del 
cono che ha per semiassi della base a e c , e per altezza l> , 

verrà indicato da v=:g tabe HX X VI ). 


181. Quando l'arco della volta nasce da un muro a scarpa, 
la di lei misura diviene pià laboriosa ì ma pure abbiamo nelle 
formole precedenti il mezzo di ottenerla. Difatti suppunghiamo 
proiettato quell’arco in oe A, e fingendo che il punto « ne cor- 
risponda al vertice, uniamo laVeche incontri in u ed u‘ le pa- 
rallele do e DO. È chiaro che può aversi la superficie conica 
della volta projettata in a«AV facendo una somma delle tre su- 
perficie proiettale inezia, eu'K, duu'D, e togliendola da 
quella del mezzo cono projettata in AVD. Ora le prime due 
non essendo che mezze ugne simili a quelle indicate nella 6g. 
37 da AED, «ed, e oelta fig. 4 '> dsAED, per averne la misura 
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convien cercare l’ inclinaiione del piano che le produce all’asse 
dei cono, e la graduazione e i raggi dei loro archi circolari. Nel 
caso nostro questi raggi sono aozzlcos/*^ e DO=/’cos/k; gli 
archi poi sono projettati in an cJ A u'. Quindi se , per adope- 
rare i medesimi simboli del n.° iGd, uoLiamo con et' l’arco 
projettalo in a u, e le inclinazioni del muro a scarpa coll’orizzonte 
e coli’ asse del cono ; e se facciamo attenzione che l’arco espresso 
per « nel citato numero è iiullo , avremo per determinare «' e 
r’ le seguenti equazioni senr' = senrsen/3 , cos«' = cotr lanr' 
ed essendo l’arco projetlato iuAu' supplemento di quello pro- 
iettato in au, il suo coseno sarà uguale a — cotftanr'. 

Dopo ciò ritornando alla prima delle formole (LX^Vl), e 
cambiando rispeltiramente /, r , », sena, cose , m, n una 
volta in /, /cos.u, <e',scn«', cotr tan r’', tan , tuur ' ; ed un al- 
tra volta in/',rcos.u, v-«' > sena' , — cotr taur' , taii.u, tairr', 
otterremo nelle metà dei risultati le superficie delle mezze ugne 
proiettate \a eua , e u’ h.. 

Rispetto della suirerCcie conica projettata in o«n'D,è noto 
che dee luisuiiirsi moltiplicando la metà di aD per la somma 
degli archi projettati in a u c Da'. Ma il primo di questi aixlii 
è quanto «’/cos^, ed il secondo pareggia a'/'cos/«; dunque 
il valore di quella superficie risulterà espresso da 

ì(^'-OX(^'+0<«'cosM = {«'cos/«(l'‘-/*). 
li poi l’intera superficie curva del cono projettato in AV'D 
espressa da »/'*cos^ ; dunque nulla manca al calcolo della su- 
perficie conica della volta , e ritenendo per brevità /n, ned a* 
a dinotare tau^u , tani’ , tanr', la si troverà Indicata da 


1 )’arc.cos — . 1^*? p n— i)^rc.cos-^ — — J X 

ffi«'*cOS(U n'sena'oos/a 

— , ■ ■■- y ,| f 1)4-/' *(m/I-l)]...(LXIXVIl). 

ibi. Quanto al vano della volta, per la conoscenza dell' 
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Angolo v’ e del raggio G d possiamo colle formole dei n.‘ i 63 , i 65 
valutare gli assi della curva ellittica projetUta ia aeA , la per- 
pendicolare abbassala dal vertice deb cono sul piano di tal cur- 
va f e 1 angolo che la corda oA. della medesima curva forma 
coll'asse projeltalo secondo G», cLe risponde a quello indicato 
da £ G £ ' nella figura 4 <>.r Ritenendo e C per dinotare quei 
semiassi; iiolaudo_con i>, «, ed r quella dìstansa, quell'angolo, 
ed il raggio G d del cerchio prodotto nel cono del piano verti- 
cale, menato per Gd,ed osservando che l’angolo espresso con 
a nel numero i 65 è retto nel caso attuale , e quindi cos4= o ; 
abbiamo 


^ m"/j sec» 

. .. — r 


C=- 


i) 

e. dal n.° 168 tan»=/>cos4. 


P=maeat‘.r , (g) , 

I t 


Inoltre esprimendo a 1 ’ angolo acuto compreso dal semias- 
se dell'ellisse projettata io aeA col < semidiametro della 
medesima parallelo ed o A , se per poco notiamo con^' que- 


^ C 

sto semidiaiiietro , avremo vrf'r: — — -i— . ■ —, equiii- 

v't-rf scu *•+ C'cos *» ) ’/ ' 

di ponendo per brevità 

a\/( .^*sen*«-p C* cos*«) 


6 = arc(sen=: — )s- 
A 


AC 


(IO, 


l'arca del segmentò ellittico projetlato in o«A potrà valutarsi 
colla formola (IH') del n.“ 7 , che nel caso nostro diviene 
^ C(»’ang'0-senftcose), Dunque finulnieute il vauo della 
volta sarà espresso da 

v = — p(»'ang e-scu6cos6) .1. , (LXXXVIII), 

Per l'uso di questa formola si devono ''prima trovare gli ango- 
li t' ed M mediaute 1 ’ equazioni (f) del n.°'iG8 , indi gli asti 
A e C per le due prime equazioni (g) , ed in fioo l'angolo fi 
coll’ equazione (b). ’ 
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i33. QuesU pLtò • «skeiie U' ooudoU<i del calcalo quando gli 
angoli « or r &i suppougoae dati al pari dell’ angolo d e delle 
rette C j r : comsi ondioariamente avviene, dacché tutte 
queste grandezze dediutoosi hicilmente dalle naisure che tl pos> 
sooo prendere sopra luogo, hia se, in fuori dell’angolo d, non 
si conoscessero clic le sole quantità 'a y V che sono inerenti 
alla volta bisogneiiebbe cominciace il calcolo dalla ricerca de- 
gli angoli fa e r, noa che delle rette /, o, ed r. Ifon sarà dun- 
que inutile il porre sott’ occhio 1 ' equazioni che legano queste 
ultime quantità alle prime , e ciò anche all' uopo di poter ri- 
solvere i problemi relativi alla costruzione della volta. Esse 
oltcugonsi dalle pro{>. 17 e 3i del III libro degli eUma/ili del 
stg. Legendre , dal l.” probi, della V nota aggiunta ai medesi- 
mi , e del 11 .” LXII della sua trigonometria. Infatti dopo aver 
trovati i segmenti oG e G A mediante la prop. 17 , si ha tosto 
colla prop. 3i la VG. Ms nel citato numero della trigonome- 
tria* ritrovasi 1 ’ espressione di tan aVG=cot^< ( che dà imme- 
diatameute tau<*t ) ^ dunque si avrà pure Od ossia r che pa- 
reggia VGtaunVQ : ed allora la proporzione indicata di so- 
pra ( 17 S) conduce subito alla foratola di IC o vero di c. 
Quella di VB = 6 sì oUieue* dividendo l’aja del triangolo espres- 
sa in funzione dei lati nella suddetta nota per a, che ne indica 
la metà della' base aK. Finalmente 1' angolo r si determina os- 


servando che seur 


. VB 
pareggia — 


AO 

..oppure ^ = 


A V’cos /u 

AG ■ 


Per.sifEitto modo , chiamando , a cagione di brevità , 2 p 
il (>erimctro del triangolo nV A ; e sostituendo , dovunque si 
]mò,c alla sua espressione che si trova essere v^(/»-/)(p-/'), 
le annunziate equazioni sono 




(3) 
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■ c I {/p{p-aa) 

cos/*=-7— , Un/x=ni=~£-i: 

vii . c 


( 4 ). 




ed e-DotobUc che a tutte si applicano "felicemente i logaritmi. ' 
184. A dimostrare con iin esempio l’uso di quest’ equa- 
zioni in un problema risguardante la costruzione della volta , 
suppongo noti solamente a , b , c. Si avranno / ed i', che deter- 
minano le inflessioni del muro principale , dall’ equazioni (i) e 
(3) : perciocché queste , con restituire a p la sua espressione , 
danno rispettivamente i valori di i'-p/,ed t‘—i, indicati come 
qui sotto - • 


e ! ' 

i 85 . Nelle volte coniche a. doppio arco od apertura, la su- 
perficie ed 'il vano potendosi riguardare come diflèrenze delle 
superficie e dei vani di due volle simili a quelle ^di cui si è 
tralUito (177, 181) , sarebbe superfluo aggiungere altra cosa a loro 
riguardo. Si trovano in questo caso le volto coniche dette <t can- 
noniera , perché servono ad accogliere i cannoni delle cascmatle 
nelle opere di fortificazione ed in sostanza non sono die nn mezzo 
cono tronco a bau parallele , dal quale siasi tolta un' ugna si- 
mile 8 '^udln di cui Si è iiarlato nel nore.‘i8t. '• ’ 

> |8G. L' ugna simile a qiiella indicata nella figura -‘^7 d>i 

fgfàéVfg'f, ma che airpartenga ad un' cono scaleno, ha la sna 
applicazioue in quella specie di velia o finestra rotonda, diiamata , 
come 'dice Rondelet , occhio 'di éue , oppure O obllkiim. Di- 
fatti il vano di questa volta rassomiglia ai solido espresso nella 
della figura da M N M N e perciò si ottiene aggiungen- 

do ad un tronco di cono scaleno a basi parallele , on^ngna simile 
a quella di sopra noininata. '' ' ' ' 

S&7. Finalmente l’ espressione '(LXXX') deli’ ugna generata 
nel-coDO retto da un piano parallelo all' asse ,'i oltre . «he può 
servire alla misura del vano ikUo a volta nelle porte o finestre 
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di piaiiU trapeziale ( come si onnuniiò nella nòta del n a 4 ) 
serve anche a scioglierè' un problema di /or/ificaz/ona solterra- 
nea.,, misurando jl, volume nascente dalla peaelrésioBe degl'im- 
buti di due fornelli di mine accollali. - , ' 

VKU.I VOLTE SPEElCUa , ■ SFBHOIDICHS. 

188. Una, volta dicesi Nerica quando ha per vano un emi- 

sfero •, e dicesi »ftroidic(i quando U suo vano c una mezza sfe- 
roide, naia da un piano perpendicolare all'asse di rotazione, 
o pure condotto per questo asse. Li pianta delia volta sferica 
è sempre un cerchio ; e supposto verticale 1’ asse di rotazione 
della volta sferoidica , anche la pianta di questa è circolare. Ma 
non mancano dei casi , in cui fa bisogno che la volta sia la 
metà di una sferoide allungala o schiacciata , avente 1* a.sse di 
rotazione in sito orizzontale : ed allora è manifesto , che la 
pianta della volta non diiferisce dall' ellisse generatrice della 
sua superficie. , 1 - 

189. La misura della superficie della volta sferica è una 

conseguenza immediata del notissimo teorema di Arcliimedè : 
la superfìcie della sfera ò quadrupla del suo cerchio maesi- 
mo. Però chiamando r il raggio della volta, o vero della sua 
pianta , la superficie di essa verrà indicata semplicisnmainenle 
daS = avr* (LXXXIX). 

(90. Quanto alle volte^ sferoidiche, scrivo al solilo l’equa- 

Jt* X* 

lionc — -3 = t per dinotare 1* ellisse , che ne genera la su- 

Q 4! \ 

perllcie rotando attorno l’.aSae maggiore o minore. Supponendo 
die l'asse di rotazione sia 3 a o vero quello delle s , l'ele- 
mento della iuperflcie è mdicato , come si sa , dal differenziale 
^dx^'^dt*') , che ridotto in funzione di x e dx 
mediante P equazione delP ellisse e la sua differensiaie , diviene 
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^ 2 V C d'X ^ d ^ 

cfS= (o*— o*)g*]. ‘ 

Sia iu primo luogo a>c : allora chiamando e 1’ eccenlri* 
cita, ossia ponendo a*-c' = «*, sari 

O T Ctf ** ■* 


e -quindi |ier la furmola K del n.° 75 
a 


ex. 


S = Ta'ctj+- 


^ = ^L^'/(«^-«**’)+7«*a''C(sen = — )] + C. 

La parte variabile di questo integrale essendo nulla quan- 
-Jo x = o , tale sarà pure la costapU: da unirsi ad essa, quando 
la superficie si conti dalla circonierenza generata dall’ estremo 
del semiasse c corrispondente ad'«=o. In seguito facendo x=a 
e restituendo ad -e il suo valore s/ (a*— c") , avremo per la 
metà della sferoide allungata , cioè per la volta sferoidica di sesto 
rialzato a e di pianta circolare descritta col raggio c,o pure di 
sesto ribassato c e di pianta ellittica descritta cogli assi aa e ac 

. . //— i — ^ -i • • • • (X.C). 

Si può dare a questa espressione una -forma più comoda 

per calcolarne il valore còlla tavola dei seni , osservando che 

•C* c 

v'Co*— c*) = oy'(i— 2 ^' prendendo la frazione - per 

coseno di un arco t, cioè a dire, ponendo •' • 

— =cos», viene S=^^^(r+sen»co$r) , (XC'). 

a senr ' 

A rendere vieppiù semplice H calcolo di questa formala 

coll* applicazione dei logaritmi , può i ntrodnrsi l' angolo ausi> 

liario p, tale che si abbia >-~s=cosrsecp=^^'. Allora essen- 

senr cosp 

do senrcosrsrcosp , e per conseguenza essendo - • 

31 
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v+senrcosi'=r(]^cos9)s3rcoB*— , il calcolo della superficie 
potrà efièltuarsi mediante 1* eijoazicmir . 

• ros*~ 

(XC"). 


c senrcosr , _ 

cosr=— . coso= , ed S= - .. 

a t ■ > COS9 

igt. Sia ora a^c. la tal caso T espressioni già trovate 
di S divengono immaginarie } ma ritornando a quella di dS, 

possiamo scriverla sotto la forma dS = ^^^^^^v^o4+(c*-o*)»*], 

o vero , introducendovi pure 1’ eccentricità dell' ellisse , 
a«-c 


arce ,,a^\ , » 


) 


dS = — -.d*v^(o^-«***)ss‘ 
a* ' ' a‘ 

Quindi per la formola^ (H) del n.** 65 avremo 

S=^|*v^(a<+e**^+^log [«*+>/ (a 4+e*»*);]|+C. 

Fingendo che la. superficie a misurare cominci dal cerchio 
generato dai semiasse maggiore c, la coataole arbitraria esser 


dee tale che quando x = o venga S = o : il che dà C=— a*— ioga*. 


Dunque sostituendo per C questo valore , sarà 


S= [*v'(a4f***‘) + ~Log 
a “• 




h 


a ~ a’ 

di dove facendo K = a, avremmo per l.t mezza sferoide sdiine- 
ciata , die si g^n^a dalla rotazione dell’ ellisse, di. semiassi a e c 
intorno all’ asse minore aa ^ ! , ,i . . , . 

. S=*(C*-f^*-4aOc^Ì^ ) deve ess«/(o* — ' • 

^ -I e <» 1 

M a restituendo ad « ih s«o vaiune , «bbtaoBk : 
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c+ e_«-|V(e*-nF)_ %/[e c*- o*)]>Cvn!c 4 - v^( ®*- o*)] 

« a • *• /[c+ v'(«*-a-)}Xv/'fc- v^(c**- a*) } 

. .... ‘ > I. : j ' ’ j _ 

0 * 

: ì: *I J » i *• 

. /r^ I / . à ' ' 


f ■ . - vl g+v^Cc*-a*)l ^ l/, 

V “./I " 


v'[c-v'(c”-a*)] 




dunque intcoducendo , eoma pocasii , l'.aagolo ié di cui co- .. 
tenu è la fraiione clte Ita iper iet'naim gli «sài dell'. ellisse < 

generatrice , cioè a dire ponendo — =cosr,e voltando in ^rig- 


gìano il logaritmo ■eperkno con moltiplicar questo pel numero 
costante espresso nel n.“ 6i da avremo per la vòlta' sreroi- 
dica di resto rialute e e di pianta eUittka descritta coi se- 
miassi a e CfO pure di sesto depresso a e di pianta circolare 
avente per raggio « ' 

coSfs— , ed S = *[c*-|-^ — logtan( 45 “'if-)], (XCI^. 

/■* C ! 845nf- ^ 


193. Pasundo alla solidità dalle volte sferiche c sferoidi- 
che, diventa necessario stabilire la 'ferna del loro estradosso. 
Potendo questa variare fra c^ti limiti prescritti dalia statica 
delle fabbriche , sarà bene conciliare la' semplicità della sua 
genenisione col carattere delia volta ; una secondando 1' econo- 
mia e l' esattessa del lavoro , e 1* altro dando al composto 
queir aria di unità cotanto in pregio nelle belle arti.- Ora nel- 
la volta sferica., e nella volta sferoidica di sesto ribassato, sup- 
ponendo ebe l’estradosso sia pure una mezea 'sfera , od' una 
mezza steroide, concentrica, simile, e similmente posta a quel- 
la dell’ intradosso , le dette condizioni restano verificate , so- 
pratutto se le volte sicno munite di rinfianchi cilindrici e v er- 
ticali ( come sempre voglion essere nel genere di volte ond’è 
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parola ) le di cui basi aUiiano il contorno esteriore simile e 
similmente posto all’ interno , cioè al jimite dell’ intradosso. 

r^el caso però delia volta sferoidica di sesto rialzato , la 
simiglianza di forma e di posizione fra le due mezze sferoidi 
di intradosso e di estradosso non sarebbe in armonia colla sta- 
tica delle iabbriche > e piuttosto potrebbe convenire un* appro- 
priata dissimiglìanza soprattutto nella posizione : come si vede 
Pig. 45 . a un di presso nelle figure 4^ e '46. in ogni modo però f e- 
e quilibrio della volta può assicurarsi cel solito impiego dei rin- 
fi anelli. 

Rondelct (*) che in fotte di volte sfcroidiche non conside- 
ra se non quelle di sesto ribassato » a di pianta circolare od! 
ellittica , ne forma l’ estradosso con un nnfiauco di base ugual- 
mente circolare , o pure ellittica e di assi equidifièrenti da 
quelli della pianta dell’ intradosso ; e supponendo- descritto nel 
piano superiore di tal rinllanco un altro cerchio, o pure un’ 
altra ellisse consimile , di grandezza intermedia a qnei cerchi 
od a quell'ellissi che servono dfi limiti alla base del rinfianco, 
appoggia su tali curve un segmento di uu’ altra sfera o sferoide 
il di cui centra è aldi sotto di quello della volta, e nella mede- 
sima verticale. A giudicare però dalle sue figure ( benché noi dica 
espressamente che per la volta a base circolare ) U detta sfera 
u sferoide di estradosso dee coudizioiursi in modo , die la 
spessezza della volta nella sua chiave sia metà , almeno a un 
di presso , di quella che à nel luogo dove si 'distacca dai rin- 
fìancu. Dei pari , non si dice aperlauoiite da Rondelet che la 
curva di estradosso sia uu arco di cerdiio , ma rilevasi Uiis 
dai suoi disegui onde si deduce di’ egli lia dovuto credere 


. . 'I- I- 

; q. (^*) Jrlc di edificare , tooio- n psg. aga. 
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assicaralo 1’ equilibrio della volta , quando col mezzo di quell’ 
arco rimane verificata la precedente condizione. 

193 . Gò posto , la misura dei volumi delie volle sferoi- 
diche , terminate da qualunque dei descritti estradossi , non 
dipende che da quella già nota della sferoide e del segmento 
prodotto in essa da un piano perpendicolare o parallelo aU’asse 
di rotazione. 

Difatti , relativamente alla volta sferica , notando con 
a' e c' la spessezza e l’altezza dei rinfianco ,e chiamando r', 
e r il raggio e la freccia del segmento circolare, donde si ge- 
nera il segmento sferico sovrapposto al rinfianco ; tutto lo spa- 
zio occupato dalla volta cosi estradossata , verrà espresso da 

( 

v(r4>a')*c'-f j Z*(3r'— I). Quindi sottraendone il vano della 

volt.) indicato da resterà per la parte materiale 'di essa 

V = T[3(a'+r)»c’+t«(3r'-0-ar»] . . . . (XCII) 

qu.mdu è munita di rinfianco. Da questa forinola poi , facen- 
dovi c'=o ; o pure nel tempo stesso c'=o , e avremo 

pei casi nei quali la volta sferica è terminata dalla superficie 
di un segmento , o della metà di uu’ altra sfera ' 

l[t»(3r'-l)->r3)]...(Xar), ... (XCH"). 

194 . Per rapporto alla volta sfcroidica di pianta circolare, 

chiamo ^ e C i semiassi orizzontate e- verticale dell’ ellisse 
donde si genera la superficie dell’ estradosso , ritenendo c' per 
indicare l’altezza del rinfianco. Allora, l’asse di rotazione es- 
sendo verticale , tutto lo spazio occupato dalla volta e dal pia- 
no dell' impostatura conteiTa un cilindro di raggio della base , 
^ , e di altezza c', espresso da ed un segmento della 

sferoide di estradosso, avente per altezza jo-esa nell’asse dico- 
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tallone , C-c*, e percH» eipreeso (ii) da (C-'c’)*(aC+<’). 

Quindi soliraendo dalla somala di i^esli dite «<didi il vano eoa- 

”3 ! 

tenuto nell’ intradosso della rolla, indicato (ii) da ^«a*c , la 
forinola della sua pacle materiale saia 

quando è mniùta di riaSaaco; « lacendori c'so, si ridurrà a 
V=^(^*C-o*c) (XCIII') 

quando a’ è priva. , 

195 . Ma se la volta sferoidica è di pianta ellittica , cioè 
che f asse di rotaiione è qaello .indicato per . 1 ^ , il rinfianco 
verrà espresso da *ACe\ ed il segmeato sferoidico sovrappo- 
sto (i3) da C•^^c' ) ; onde ancord^ togliendo 

ó C' 

dalla somma di queste espressioni quella che indica il vano 
interno, }vac% resterà per la parte materiale della volta 

V=|[^(C*+c'*)-2ac*3 (XCIV) 

nel caso che abbia rinfianco ; e tacendovi c'so , avremo 

V=^— (y/C*— ac*) . , . (XCIV) nel caso che ne manca. 

ig 6 . Resta a considerare la forma di estradosso adottata 
da Ilondelet per la volta di sesto ribassato. A tal fine chiamo 
« e d i noti semiassi dell’ ellisse, che descritta sul piano su- 
periore del rinfianco , serve di base al sovrapposto segmento 
sferoidico *, C la cognita distanza del di lei piano dalla cima 
dell’estradosso ; ed e .R gl’ignoti semiassi dell’ ellisse , che 
rotando intorno ad A , genera la sferoide a cui quel segmento 
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appartiene. Allora prendendo il centro della sferoide per ori- 
gine delle coordinate x, la sua equa zione sarà la seguente 

— = 1 . E poi z—B—C quella del piano superiore 

del rinfianco ; dunque la sezione ellittica prodottavi da questo 


piano sarà espressa per — 


** . y*-Kg-C)^ 


3 1 , ed i di lei 


semiassi diretti secondo 1* asse delle x e quello delle y , ver- 

ranno indicati dalle forinole — \/( 2 SC— C*) e v'CaJSC— C*). 

B 


Ma questi semiassi devono uguagliare « e rispettivaracnte ; 
dunque avremo per valori A o B 


A *(^*+c*) 
2/iC 


e 


£= 


/S*+C* 
aC ^ 


Dopo ciò notando eoa a' e o' le spasseaae della base del 
rinfìauco nel senso degli assi <s e c di quella dell' intradosso , 
e cliianiaudò iu questa circostanza C 1' altezza del rinfianco > 
lutto lo spazio occupato dalla volta conterrà un cilindro di al- 
tezza C, ed un segmento sferoidico di altezza C', generalo da 
un piano parallelo ali’ asse di retazioae. 11 primo di questi so- 
lidi , avendo per semiassi dello, sua Imse a-fo'' e- ss 
esprime per v(o-f-a') (c-(-e' } 6’^ il secondo poi ^ appartenen- 
do alla sferoide cUc bs per asso- di rotuzìoue 2 A e per altro 

asse 2 B, viene indicato (i3) da C*(3ff—C), ovvero , 

scrivendo per ..d e ^ i valori già trovati' e ridaoe(sdo ^ d«s 

^ * C( 3^*4 C*). Quindi sottraendo il vano della, volta, c*>. 

dalla somma di .quei due solidi , avremo per volume lU lis 
volta così cstradossaU. 
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V='[ 6 (a+a’)(c+c')C'+jC( 3 / 8 *+C*)- 4 ac*]..(XCV). 

197. Cile te la volta sferoidica così estradossata si sup- 
|)onga di pianta circolare , se ne avrà la misura col metodo se- 
guilo nel n.° 194 : e detti r ed r' il raggio delia circonferenza 
esteriore del riiifìanco , e quello della sfera cui appartiene il 
sovrapposto segmento sferico ; e ritenendo C' « C per indicare 
le altezze rispettive del rinlìanco e del segmento , si ottiene 

V = ^[3r»C'+C*(3r’-C)-3/z*c] (XCVI). 

198. Finalmente se 1 ’ estradosso di una volta sferoidica di 
circolare è tale come si addimostra nella figura 4? > l't^r 

trovarne il volume si fingerà da principio esservi un solo rm- 
lianco alto quanto A'C'=c', e dopo averlo misuralo colle fur- 
inole precedenti , converrà toglierne gli anelli cilindrici gene- 
rati per la rotazione dei rettangoli C"m, C"’a , ec. attorno 
l’asse OC. Per la misnra cfieltiva delle A"C", A"'C"' ec. e 
l>er la conoscenza della O A', avremo ancora le O 'A", 0 ''A'", ec. 
Siano dunque 

C"C"'=c", C"'C'=o"", ec. A'' 0 ’=r", A"' 0 "=r'", ec. 

L’anello cilindrico generato da C"m sarà espresso per 
tr(r'*—r"*)c",qucllo generato da C'"n per r"'*)c", ec. 
onde il volume da sottrarsi verrà indicato da 

La cosa non sarebbe guari più difficile , quando la vo Ita in 
tal modo estradossata fosse di base ellittica. I quadrati r'*, 
r"*, ec. sarebbero allora rimpiazzati dai rettangoli dei semias- 
si dell’ ellissi , che trovansL al luogo dei cerchi nei piani oriz- 
zontali condotti per le A" 0 , A "0 ec. 
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ABILG TOLTB CBHEBATB PEK LA ROTAZIOHE DELLE CUnVB A TRE 
’ C8IITRI ATTORNO UNO DEI LORO ASSI. 


199. Avendo giJi (4g) fallo osservare l’utile die talora si 
ritrae dal rinopiazzar l'ellisse con una sua imitazione formata dn 
archi di cerchi , e per tal motivo avendo sostituito una enrva 
a tre centri alla semi-ellisse nelle volte finora considerate , non 
voglio mancare di far lo stesso in quelle che nascono per via 
di rotazione. 

Dinoti amCMA la curva a tre centri , i quali sono 
; e suppongasi da principio che si rivolga intorno all’ asse mag- 
giore aA. Prendendo a considerare la sui>erficie generala dall’ 
arco CM , la riferisco alle rette QA , OC come assi delle x e 
z. Allora ponendo , come nei numeri 5o e 53, 


OA = a, OC=c, AF=r , CG=r', 
l’equ.izione di tale arco sarà (e-f-r'— c)*=r'*, in virtù di 
cui la formula dS^it , che esprime l’ elemento 
della superficie di rotazione , diviene in z , 

Facendo z-|-r'-c=z', questo difierenziale si cambia nell’altro 
z'dz' 


dS=airr'[- 


-I » 


V(r'--z'*) 
e quindi integrando si ha 

X ' 

S = -2»r'[\/( p'*-z'*)-j-(r'-c)arc .sen— 3- 

Ora per la superficie generata dall’arco CM i limiti di z 

c . 

essendo z=P M = - — r,(53),cc=OC = c; quelli di z ' = z-\-r*—o 
r'-c 

saranno — r', e z'=r'. Adunque valutando l’integrale 


23 
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precedente fra' questi limili , e tenendo conto dell’ equazione 
(a— r)*+(r'— c)*=(r'— r)*, la detta superficie verrà espressa da 

3»n |r — ; — — (r — c)arc . sen -- — 1 
r—r r—r^ 

È poi la superficie sferica generata dall’arco AM espressa da 
o 

r.aAF. AP=T. 2 r. ~ — r, (53); dunque unendola alla pre- 
cedente , avremo per la volta di sesto ribassato , e la di cui 
pianta è una ovale descritta con quattro centri (*), 

S= a»[a(r-j-r’) — rr'— r’(r'— c)arc . sen 

aoo. Questa medesima formola potrebbe servire per la 
volta di sesto rialzato a e di base circolare avente per rag- 
gio c; ma per non dipartii ci dall’uso di notare con c il sestf> 
della volta e con 3 a l’ampiezza della base, srambieremo a 
vicenda le lettere a e c , e così avremo per la detta volta 

S = a [» c ( I- -I- r ' ) - r r r' ( r o ) are. scn^'"]. . . (XCV HI). 

♦ . r—r 

301. Per la supeiiìcie generata dalla curva a tre centri ro- 
tante attorno 1’ asse minoro , non vi è ora bisogno di altret- 
tanto calcolo : percioccliè , osservando che quella stessa parte 
che hanno nella superfìcie già misurata le quantità a , c , r , r', 
a — r, r'-c, r' hanno ancora in questa superficie le quan- 
tità c,a,r\ryC — r',r—a, /• — /■'; basterà cambiare le prime 
rispettivamente nelle seconde, per aver la superfìcie della vol- 
ta di sesto ribassato e di pianta circolare , che per tal modo 
risulta espressa da 

S = 3» [c (r-fr' ) — rr'-f-r( a — r) are . sen ^1 .... (XCIX). 

(‘) E queuo il Dome drlta curva di cui amCMA mostra soliamo una 
aàetìi , ed ì chiaro che per compirne la descrizione , si ha bisogno di un 
quarto centro analogo a G , e silo nella OC prolungala. 

/ 
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309. QaefU. fomiola terrircbbe ancora per la volta di te- 
sto rialzalo e di pi.iiiiu ovale , se per la ragione addotta più 
sopra non couveiiisst' i.iinbiaie a in c , e viceversa : con che 
si ottiene per la delti volta 


S=a*[o(r+r') — rt' -f /-(e — r )arc . sei) , ■] 


(C). 


~ 3o3. Dalla supeiticic delle volle di cui si tratta passando 
al loro volume , scii\iaino la lormola dv = wt*e/x che esprime 
nel caso uosti o l’ eieni'iito del solido di rotazione. Essa per 
l'equazione della cui\a generatrice, e con supporre per bre- 
vità r'~c=y\ diviene ni r, d v=« t*d . v^[ r’ *— ( *q- j’’)* ] , 
onde iutegraiidula- da |ii iiieipio |>er parti si ha 

v=,zVLr'*-(z-t j.'J']-a.yzt/zv^[r'*-(z+>’)*]. 
l’er làr dipendere questo integrale da altri più semplici , 
liicciamo come pucaiizi ; in tal modo si ritrova 

J zdt^l**-{z + y 

onde polendosi il jniino dei due nuovi integrali ridurre a mo- 
nomio colla sosliluzioue r'*— z"=<*, e 1 ’ altro confrontandosi 
con quello ritrovato nel n.“ ^5 , l’integrale espresso in z' ver- 
rà uguale a 

-^(r'*-z'f _!'(;* V(r’--z’*)+r'*arc . sei» , 
e quindi ritornando al valore di v , avremo 

4 V(r' *-z '•) -h * ^ 'r ' ’arc -seni. 

Ora volendosi dedurre da questa formola il solido genera- 
to dal trapezio mistilineo P M C O , è chiaro che i limiti di z ' 
sono gli stessi di poranzi ( 199 ). Prendendone dunque il valore 
tra i detti limiti , e per brevità supponendo a — rxttyr'—'rxiì', 
avremo per valore di quel solido 

y'* « 

— ' /_»• "j.-w 


« « 



( ) 

Al luedcsimo bisogna unire il segmento sferico generato da 
AMP, il quale , supponendo r'— a=a', vien espresso (io) da 

1AP*(3AF-AP)='^3.'*(3J'_.'). 

l'uccndone dunque la somma , c tenendo conto dell’ ccjuazione 
«’+ * clic in virtù delle dette sostituzioni nasce dall'altra 
(o— r)* + (r'— c)*=(r'— r)*, il vano della volta di sesto ribas- 
salo e di pianta ovale , risulterà espresso dopo le riduzioni da 

j^[<3l*+/y®-f.3»j^'Vyr-f.*"(3;-»’)r3]-r/r'*arc.sen j ... (Cl) 

dove « = a — r, a'=r'—a, y'=r'<^c , S =r'—r. 

La stessa formola dinoLi pure il vano della volta di sesto 
lialzdlo a , e di pianta circolare descritta col raggio c. 

3o 4- Il vano della volta di sesto ribassato c, e di pianta 
circolare descritta col raggio a; e l’altro della vol(ji^di sesto 
rialzato <1 , e di pianta ovale , si deducono da quello cLe ab- 
biamo già trovato mediante la stessa osservazione fatta (aoi) 
in proposito della superCcie : per modo che , supponendo an- 
cora c—r = y, avremo dopo le riduzioni ' 

3»yj'.rr'-|-^*(3J'— j')r'®J-f-T*r*arc.sen^. . .(Cll). 

ao5 Quanto al volume ossia alla parte materiale delle volte 
di cui si tratta, abbiamo assai poco da aggiungere alle cose già 
dette sulle volle sferoidiche. Imperocché i.° se l’estradosso si 
supponga pure generalo da una curva a tre centri concentrica 
a quella d’ intradosso ( in modo analogo a i|uello dichiarato nel 
n.^ipa per le volte sferoidiche ) non si tratterà che di sottrarre 
uno dall’ altro due volumi di misura conosciuta; 3.° se la volta 
è di ]iianta circolare e munita di rinfiancOjla misura dello spa- 
zio compreso fra ’l piano dell’ impostatura e 1’ estradosso , non 
dilferisce punto da quella che compete alle volte sferoidiche di 
pianta circolare e munite parimente di riuGauebi ; onde basta 
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sotlrarue il viluo espresso per l’ una o 1’ altra delle forinole (CI) 
e (Cll) ; 3.® se poi la pianta dell’ intradosso della volta è 
una ovale , parimente che il coiiloniu esteriore del riufìanco , 
la misura del cilindro da esso rappresentato deve ritenersi co- 
gnita dal n." 55 , ma quella del sovrapposto segmento riesci- 
lehbe assai complicata. Quindi io penso che ulloi'a , senza di- 
lungarsi molto dal vero , possa questo segmento cuhsiderarsi 
come appartenente ad una sferoide determinata come fu detto 
nel a.” i^G, risguarduudo come ellittica la base del medesimu. 

Del resto , siccome il principale scopo della sostituzione 
della curva a più centri all’ ellissi è quello di favorire l’ecuuo- 
inia e Inesattezza del lavoro , e ciò non riguarda die la su[icr- 
ficie dell’ intradosso e delle facce laterali dei cunei ; cosi dee 
credersi [nniuesso che un estradosso sferoidico vada insieme con 
un intradosso generalo per la rotazione di una curva a tre cen- 
tri , purché in ogni modo sia salvo l’equilibrio della volta : ud 
allora la misura della parte materiale dipende ailàttu dalle due 
ultime focmole precedenti, e dai uum. 194, iqS, e 19G. 

DELLE VOLTE tOSIRL'lTE A FORMA DI ELLISSOIIIÈ. 

aoG. Abbeuthè rare , pur tuttavia non mancano delle occa- 
sioni nelle quali è indicala la volta in forma di ellissoide (*). 
In prova di questa asserzione, e jier addurre un esempio dei 
]iiii famosi, che siansi progettali a questo riguardo, non saprei 
far meglio che trascrivere le parole dell’illustre Munge , il di 
cui gusto in belle arti non era al di sotto del genio che si vede 
risplendere nelle sue produzioni lualematiche. | 


(*) Roiidelet non fa motto di colai volta , appunto perché le occaiioai 
di coslruirla uou sono molto couiuni- 
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ti Se si trattasse di covrire eoa una volta lo spatio circo- 
ti scritto io projetioae orizzouljle di una ellisse , uoa si po- 
si Irebbe dare alla volta una superficie lueglin indicata della 
M metà di una ellissoide , di cui una delle tre ellissi principali 
M coiiicidereblie con quella dell’impostatura ; ... ma l’uso a 
» cui si destina questo recinto, potrebbe influire sulla scelta 
M di quello fra i tre assi , che Jovrebb’ essere verticale, 

u Sulle prime , uon essendovi alcuna ragione per cui l'asse 
M verticale dovesse uguagliare uno dei due assi orizzontali, lutti 
M tre gli assi sarebbero disuguali. In questa ipotesi l’asse ver- 
u ticule potrebbe essere maggiore degli altri due, ed allora la 
M volta sarebbe di sesto rialzato potrebbe esser minore , e la 
» volta sarebbe di sesto depresso ; in fine, polrebb’essere mag- 
M giure di uno e minore dell'altro, e la volta sarebbe di setto 
» medio. Iti volta rialzala avrebbe in generale maggiore arditez- 
M za e dignità, e se la sua impostatura fosse del pari assaiailta, 
M qualunque potesse essere d’altronde 1’ uso del recinto , non 
M altra che essa converrebbe che fosse adoperala : poiché la sua 
M grande elevazione facendone comprire le dimensioni verticali 
M più piccole che realmente non sono, una volta di altra specie 
M parrebbe schiacciata. La volta depressa , diminuendo il vo- 
M lume dell' aria compresa nel recinto , sarebbe più favorevole 
M alla voce di un oratore ... Al contrario , se il recinto do- 
M vesse avere quattro grandi aperture , o se la volta dovesse 
M essere sostenuta da quattro gruppi di colonne , o in fine se 
M nella decorazione interna $’ impiegassero quattro sostegni di- 
wstrihuiti simmetricamente , converrebbe scegliere la volta 
» media .... e situare quei sostegni alle quattro estremità 
M degli assi .... 

w Si sta ora trattando della costruzione delle sale pei dite 
M Consigli della legislazione. 1 recinti dei quali Cuora si è po- 
is uito disporre per simili sale , ci hanno obbligati di dare all' 
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M anfiteatro ininor profondità in aranti che ai fianchi dell’ora* (••) 
» tore ; ma essendo provalo dall’ cspcrienia che la voce si 
» estende più nel primo senso che nel secondo , sembra che 
M l’indicala disposizione sia precisamente contraria a quella che 
» converrebbe adottare. Ora di tutte le forme allungate che si 
u potrebbero dare all’ anfiteatro , non ve n’ è alcuna la di cui 
» legge sia più graziosa dell'ellisse : converrebbe dunque che 
u la sala fosse ellittica , e che venisse coverta da una volta in 
M forma di ellissoide ribassala ('). 

ao^. 1 tratti omessi in questo bel pezzo dell’egregio scrit- 
tore sono relativi alla forma delle lunette , che talora convieu 
praticare nella volta , ed alla decorazione interna della mede- 
sima; la quale, sebbene rierhissima , non avrebbe, del pari che 
quella forma, nulla di arbitrario: u poiché consisterebbe prin- 
n cipalmentc in disvelare agli occhi di tolti un ordine grazio- 
» sissimo , che é riposto nella natura stessa della volta, n Ma 
la perfetta intelligenza di quei tratti omessi esige delle notizie 
sulle linee di curvatura , e sugli umbilirhi dell’ ellissoide , che 
io norr devo supporre nel lettore di questo libro, che da me si 
riguarda come istruito nei soli elementi delle Matematiche. 

208. Per qiiesta medesima ragione, e non senza mio rin- 
crescimento , debbo astenermi dal recare qtri il dotto ed arti- 
fizinso metodo di calcolo integrale , con cui il celebre sig. Le- 
gerrdre , giovandosi del bel ritrovato di Mongc relativamente 
alle linee della massima e della minima crtrvalura dell’ellissoi- 
de , è perverutlo , dopo varj tentativi , ad esprimere(*') per vi.l 
di funsioni ellilticbe semplicissime la superficie dell’ellissoide, 
che pareva essere una trascendente mollo più composta. TutU- 

(•) Mongc, Applicaiione dtlf analisi olla grometria , edii. del 1807 , 
pag. i34 e i3S. 

(••) Esercixj di calcolo integrale , ionio I , nomerì i 3 i, . . . i 34 . 



(i;6^ 


via per darne almeno il risultamento , chiamo col prelodato geo - 
inetra a , £ , c i trs semiassi dilFeronti dell’ ellissoide , e sup- 


c fi*— c* 

tinnendo a>5>C, cos»=- , fi'*= -, 

a fi^seiry 


la fonnola che e> 


spriiuc la metà della superficie dell’ellissoide, cioè quella della 
volta in quistione , è 


S = -rc*+ [ 

senr 


* aò^a* —c* 


E(fi',r) +1 F(fi',01. 


(CHI), 


dove alle trascendenti E ed F convien dare il senso dichiaralo 
nel num. 141 i 5 , e 33 > 

309. La solidità di questa volta è di natura assai più facile 

a misurarsi , non dipendendo che dal valore di r. Difètti sup- 

Fìm 48 ® centro, ed OA, OB, OC siano i semi- 
assi a , b, c dell’ ellissoide , l’equazione della sua superficie, 

riferita a queste rette, come assi rispettivi delle x,y, z, viene 

■■spressa da = o fiV*’+c*a’y‘+a’fi’z*=a’6*t*. 

a b c 

Ma per misurare i volumi terminati da superficie qualunque , 
aLhiamo la formula \ =.f dyf zdx\ dunque, sostituendo per z 
il valore che si ottiene dall’ equazione precedente , sarà 

-ydj'/dx (fi*-^* )—**], e quindi facendo per hre- 
a b 

vilà —^(^b*—y*) , ed eseguendo per la formola (K) del 

n.” 75 l’integrazione relativa ad x , avremo 


V= ^dy[xv/(^*-x*)-f.^*arc(sen=l) ]. 

Ora volendo ottenere quella parte deli’ ellissoide che vien 
compresa fra i tre piani coordinati , e che si vede rappresentata 
nella figura , è manifesto che l’integrazione relativa ad x devesi 
estendere da x=o equazione del piano YOZ ( eh’ c uno dei 
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limiti del solido a misurare ) fino ad x =^\/ , oqua- 

lione della sezione principiile AIIB ( eh' è un altro limite del 
medesimo solido); prendendo dunque fra questi limili la quan- 
tità compresa nella gran parentesi , troveremo V = lyA*- , 

3a a ’ 

ossia , rimettendo per A' il suo valore in , e poi integrando 

y )- ^ r 46» ‘3 • 

Resta ora che questo risultato si prenda fra i limiti che 
appartengono al volume nel senso delle y , c che della figura 
chiaramente appariscono essere 3' = o , ed y = OB=:6. Si avrà 

dunque V= -aùc——a6c = ^abc', e questa sarà la misura 
4 12 b 

dell’ottava parte dell’ ellissoide , essendo evidente che un tal so- 
lido resta diviso per metà da ciascuno dei piani coordinati. In 
conseguenza la metà dell'ellissoide , cioè il vano della volta di 

3 

questo nome sarà espresso da \ = -x abc. . . (CIV). 


310. La precedente espressione di V in ei dà pure con 
facilità il valore del segmento di cui UKLB è quarta parte : 
difatti, valutando quell’espressione da^=o sino ad ^=0,K, si 
ottiene quella del solido AOC-IIKL; la quale, sottratta 
dall’altra già nota del solido AOCB , ci dà nel quadruplo del 
residuo la formula del richiesto segmento. Per tal modo, chia- 
mando & la sua altezza BR, il volume nc sarà espresso dopo 

le riduzioni da V = ^ /S*(36 — i3 ) .... (CV). (*) 



(*) Avrei potuto riscrbaimi a dedurre da queste forinole generali relativi 
aH'elliMpide quelle che nei u. 11, ia,e i3 ritrovai per la sferoide; ma voHi 

a3 
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11 scgmciilo cbe si è misurato nasce da un piano perpen- 
dicolare ad uno dei ire assi dell’ellissoide; ma se anche fosse 
diversamente , ciò non impcgnerelhe ad una nuova integrazio- 
1 e. Difalti rapportando l’ellissoide a tre piani diametrali con- 
jugali, uno dei (|uali sia parallelo a quello che produce il seg- 
mento, e chiamando 9 , 9 , e « gli angoli, che i tre diametri 
in cui si tagliano quei piani comprendono due a due, 1’ equa- 
zione dell’ellissoide non è di forma diversa dall’ ordinaria , c 
r; espressione del parallelepipedo elementare è sempre tdxely; 
ma i luti dii medesimo essendo io questo caso uniti sotto gli 
angoli 9, 9 , «, per averne la cubatura bisogna moltiplicarlo (') 
pel fattore costante 

, (p-j- 9 +« 949 - 1 * 9-94.»! 

av'sen sei.— — sen ! — sen— ^ . 

3333 

Destinando dunque le lettere a, b, c, B ad indicare la metà dei 
suddetti tre diametri , e la parte che il piano segante toglie dal 
diametro 36 , la misura del segmento nascerà dal moltiplicare 
la formula (C\’) pel soprascritto fattor costante. 

311 . Previe le due formule (CIV) e (CV) permisurare la so- 
lidità della volta non si ha che a stabilire la forma del suo estra- 
dosso. Questo nella volta ribassata può essere in generale la siiper- 
lìcie di una semi-ellissoide simile e similmente posta a quella d’in- 
tradosso; ma nella volta media, e piò ancora nella rialzata, tal 
forma di estradosso ripugnerebbe alle regole dell’ equilibrio. Àl- 
lora pelò iiieiite divieta clic le due superfìcie sieno dissimili 
principalmente nella posizione , e por maggior sicurezza l’estra- 
dosso può munirsi di un riniìanco cilindrico più o meno alto , 


ottenere queti* ultime in un modo più elementare, anche perchè doveano ab- 
bùognarro i prima di giungere a questo luogo della mia Memoria. 

(•) Legeodre , elementi di geometria , nota V. probi. IV. 
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cd creilo a piombo sopra la fascia elliuica conlcaula fra 1’ el- 
lisse origine dell’ intradosso ed un’ altra più ampia, la t(ualc 
può sempre essere consimile nella forma e nella jiosiiione alla 
prima , acciocdiè il rinfianco abbia lo stesso caralterc delia 
volta ('). 

DELLE LUCI CHE TALORA SOGLIONO PRATICARSI A TRAVERSO 
DELLE VOLTE SFERICHE, SFEROIDICHB, O IM 
FORMA DI ELLISSOIDE. 

312. Ordinariamente vediamo illuminato l’ interno delle cu- 
pole , clic per lo più non son altro che superficie sfericlie o 
sferoidiclic , da luci praticate nel tamburo clic serve loro di so- 
slcgiio. Ciò non ostante vi sono dei casi nei quali è d’uopo che 
abbiano luci proprie : tale per esempio sarebbe quello di una 
volta molto riahita, c die per questo ha bisogno di finestre 
aperte in se stessa per essere illuminata a suflicienza. Di queste 
luci dunque coiivicn pure die mi occupi , alfine di completare 
la misura delle volte di cui è parola. (*) 


(*) Lo stesso inteolo puù anche ottcncni con altri modi \ |»ei’ esempio , 
scegliendo ad hàsc verticale della semi «eli issoide di estradosso (la qoalc niente 
può mai inqtodirc che sia concentrica ed abbia una base simile a quella d’ia^ 
iradosso ) una retta diversa da quella che esigerebbe la simiglianza delle due 
su[>erricie , e meglio indicata per assicurare le condizioni dclP etjuilìbrio ; op^ 
pure terminando la volta colla superficie di un segmento di sferoide ( avente 
il centro in una stessa verticale , ma piu sotto che quello dell' iutradosso) [a 
Ikisc del quale, esìstente ne) piano dell' impostatura o in quello ove termina un 
rinftanco , fosse una ellisse simile alla pianta dell' intradosso t che per lai 
modo, senza grave oHesa del carattere della volta, si favorisce la maDÌfaitura 
de'suoi cunei. la tutti i modi la solidilk della volta si deduce facilmente dalle 
ibrmolc innanzi ritrovate. 


Digitized by Google 



( i8o ) 

Per rapporto alla superBcie di che quella della volta resta 
diminuita per efletto delle luci , necessità vuole che sia brevis- 
simo. Se la loro forma fosse (come esser dovrebbe) quella che 
discende dalla natura stessa della volta , quella che è con essa 
nella maggiore armonia, e che ne porta per cosi dire l’impronta, 
la misura della suddetta rimanente superficie della volta sareb- 
be per ventura più facile. Ma nelle costruzioni che si reputano 
le migliori, la forma di quelle luci si fa risultare dalla pene- 
trazione della superficie della volta con quella di cilindri oriz- 
zontali , aventi per sezione retta una curva simile a quella dalla 
cui rotazione c generata la superficie della volta, quando è sfe- 
roidica;e quando la volta è in forma di ellissoide, gli assi dei 
nominati cilindri non sono diversi da quelli dell’ellissoide , e le 
loro sezioui rette sono simili a quelle che i piani di queste se- 
zioni producono nell’ellissoide. Generando in colai modo le luci 
di cui è parola , il di loro contorno nell’ intradosso della volta 
è continuo e piano in virtù della proprietà delle superficie di 
secondo grado, per la quale /« paralleU sono simUi 

fra loro \ onde sotto questo rapporto quella generazione à la più 
semplice possibile, e la parte di ebe resta diminuita la super- 
ficie della volta per effetto di una luce, non è che quella di un 
segmento ad una base , prodotto nella sferoide da un piano pa- 
rallelo all’ asse di rotazione , e nell’ ellissoide da un piano pa- 
rallelo ad una delle sue tre sezioni principali. Ma questo stesso 
non giova a nulla, quante volte la superficie di uu lui segmento 
nel primo caso dipende in un modo assai complicato da fun- 
zioni ellittiche , e nel secondo sembra essere una trascendente 
anche più composta. 

ai3. Nella sola ipotesi della volta emisferica , ( che per 
altro essendo la' più semplice è ancora la più ovvia ) la mi- 
ura della Superficie della volta, fornita di luci prodotte in essa 
nel modo anzidetto , dipende solo e colia maggiore semplicità 
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dalla trascendente r> Infatti, chiamando allora R il raggio della 
volta , ed r quello della sesione retta del cilindro orizzontale , 
la quale deve essere un cerchio ; l’ intersezione del cilindro colla 
sfera non sarà che un altro cerchio di ugual raggio. Quindi la 
uperGcie sferica del segmento che ha un tal cerchio per base 
verrà espressa da av /?[_ J2— /■*) ] , e la metà di questa 
dinoterà la superficie , che una luce di profilo semicircolare e 
di raggio r toglie via dall’intradosso di una volta emisferica di 
raggio J2 (*). Sia ora R' il raggio dell’ emisfero che serve di 
estradosso alla volta di cui è parola. In esso parimente si prò* 
durrà un segmento che avrà per base un cerchio di raggio r , 
e la distanza del piano di questo cerchio dal centro comune ai 
due emisferi , sarà espressa da %/(/{'*— r'). Così dunque la 
superficie curva della luce non sarà essa stessa che la metà di 
quella di un cilindro la cui altezza si trova rappresentata da 
v^( if**— r*)— i2* — r*), ed il raggio della base è r; onde ri- 
sulta espressa da vr[>/(iì'*— r*)— — r*) ]. Adunque j>er 
ogni lunetta generata come di sopra si è convenuto, la super- 
ficie intera dell’ intradosso deve accrescersi di 

ai4- Ma se la volta emisferica fosse circondata di un rin- 


A questo propsfito non sarà discaro al lettore ebe io gli accenni il 6- 
mow> enigma fiorentino. Con questo l' illustre geometra Viviaui propose ai pri- 
mi coltivatori del calcolo diffi^iuiale ed integrale di aprin in una volta e- 
mi^rica tfuaUro finestre , in modo che il rimanente della tstpesficie di essa 
fosse quadratile. Il problema h indeterminato , e la maniera più semplice di 
risolverlo consiste in produrre le cercaU; finestre mediaote la penetrauoDe della 
volta con due semi-cilindri orizzontali, aventi per basi i semicerchi verticali de- 
scritti sopra le due metà di no diametro orizzontale della volta ; ed allora la 
rimanente superficie della volta equivale al quadrato del diametro della Messa 
volta. 


\ 
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fianco ciUndrlco ia cui termiaasse la luce di cui si è parlato, 
la superficie curva di questa non sarebbe più quella dianzi rin* 
venula. Noudìmeno allora è evidente che siamo allo stesso caso 
di due cilindri retti che si penetrano , avendo i loro assi per> 
pendicolari uno airaltro; onde quella parte della superfìcie del 
semicìlindro di raggio r, che si estende dal piano menato pel 
centro della volta perpeudicolariuenle al suo asse, Giio iilciliudru 
di raggio /Z' clic serve di limile al riufìanco, verrà (io 4 ) espressa 

da 3r/2'E'(-^). Ma da un altra parte la superficie semi-cilin- 


drica estesa dal piano stesso fino a quella dell’ intradosso è rap- 
presentala da Trv^(iZ*— r') ; dunque , sottraendo questa dalla 
prima, ci resterà per superficie propria della lunetta 

ariZ'E' 


£ poi la superficie che la luce toglie via dalla volta la stessa 
che pocauzi ; dunque iniìae per ogni luce praticala nella volta 
così eslradossala , l’intera superGcie del suo intradosso va ac- 
cresciuta di 


S=»[(/Z-r)v^(/Z*-r’)-«’] + 3 7 Z'E*( 4 ;) • - • (CVU). 

JC 

3i 5. Ma se diOlcilissIma cosa è valutare nelle volle sferoi- 
JicLe o in forma di ellissoide reflcllo delle luci per rapporto 
alla superficie , la misura del vano die dalle luci stesse produ- 
cesi nel massiccio delle volte , e che ordinariamente è in pra- 
tica di maggiore imjiorlanza , non implica per ventura la stessa 
difficollà. Per dimostrarlo, ritenendo le denominazioni del nume- 
ro 308, esprimo dippiù con a' c c' i semiassi orizzontale e ver- 
ticale della sezione ietta del cilindro donde si genera la lunet- 
ta , sezione che nel caso della volta in forma di ellissoide esser 
deve perpendicolare all’ asse orizzontale 3Ù , e che suppongo 
tempre menala pel centro della volta. Siano ancora per poco 
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e B' le parti che, a contare dal centro della Tolta , vengon 
tagliate nei semiassi b e B dai piani delle intersesioni del sudetio 
cilindro colle rispettive superficie d’intradosso e dì estradosso. 
E poiché l’equazione della superficie d’intradosso h 

X* V* *• 

-+•^ + - = 1. 

sostituendovi rispettivamente 6' invece di y, avremo per equa- 
zione della nominala intersezione 
^ ** 6'* 
o*"*'c*~* 6* ■ 

Da questa ricavando coi metodi conosciuti i semiassi dril’ellisse 
(he rappresenta ,cd uguagliandoli ada' e c', avremo l’cquazioni 
o'* *'* c'* 6'» 

a* 7»’" * ’ 


a 0 

le quali in virtù delia condizione —=-7 si accordano 
^ a' c’ 


i'= - v/(a*-a'*) = - v'Cc'-c'*). 
a c 

Similmente ritrovasi per valore di B' 


in darci 


o vero, per la simiglianza delle due ellissoidi, 

5' a'*)=Ì s/ ( C*- c ' • ). • 
a c 

Ciò posto, essendo chiaro che il vano della lunetta non è che 
la meti di. un cilindro retto avente per lato B‘ — b' e per se- 
miassi della base a* e c', il medesimo si dovrà esprimere con 


— a'c'(i5'— ò'),o vero , tornando a 5' e S'i trovati valori, con 
v=^'-c'[v^(C*-c'*)-v'(c*-c'*)l. . . (CVIII). 

3 C 
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Da questa forinola, che rappresenta il vano della lucè pro- 
dotta nella volta a forma di ellissoide da un cilindro che ha 
per suo proprio l’asse a 6 di quel solido , ricavasi facilmente per 
induzione il vano della luce , che vi produrrebbe il cilindro 
avente per suo l’asse a a dell’ellissoide, e che dev’essere 


a c 

Frattanto si vede, e non senza qualche piacere, che i valori di 
queste due formole sono fra loro uguali per effetto della con- 
dizione a : 6 : c ; : a ’ i : c 

ai6. Son questi i risultamenli relativi al caso che la volta 
sia tutta cstradossata secondo una ellissoide simile a quella d in- 
tradosso. Supponghiamola ora munita del rinfianco cilindrico di 
cui si è parlato nel n.^aii. Allora bisognerà far capo dal n.® i o8 
dove si sono considerati due cilindri retti a base ellittica, c che 
si penetravano perpendicolarmeule 1’ uno all’ altro : il comple- 
mento della lunetta ivi considerata è anche qui il vano che im- 
porta misurare, e dal confronto dell’ equazioni dei due cilindri 
considerati nel citato numero io8 con quelli di cui è qui argo- 
mento, risulta espcsso da 




quando il vano c diretto secondo 1’ asso Ma questo vano , 
non essendo tutto scolpito nel massiccio della volU, conviene 
che si diminuisca di queUa sua parte che sptta al vano della 
volta. Questa prie non è che la metà del cilindro retto avente 

pr semiassi della base a' e c', e pr lato - s/(c*— c ),epr- 
ciò vico espressa da Adunque la misura del- 
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U luce dìrelU sccoado 1 ’ aste a6 urk defiaitiraiuenU rappre- 
sentala da .,1 . 

§a'5cX(^+x)P(^)-.(~i)F'(.^)V;«W(i-^V..TO^ 

Iii.nKxFo affatto simile si ottiene per la luce diretta secondo 
1’ asse a d là formola 


onde , anche nell’ ipotesi dell’ estradosso quale al . presente si 
suppone , le due luci sono di ugual valore. 

317. Le ritrovate forinole si riferiscono propriamente alle 
volte lai forma di ellissoide; noe è facilissimo accomodarle alle 
volta tferoidicbe, o sferiche. • ' 

, Per le prime , quando sono di pianta circolare che abbia 
per raggio a, basta che nella forinola (GVIll) si faccia bsa;a 
quando sono di pianta ellittica è sufficiente il porre £=c : so- 
stitusioni , per altro , che non rendono grau fatto pih semplice 
la formola stessa. 1 

Per le. seconde poi , quando P estradosso è un altro emis- 
fero, convien supporre neila forinola (GVIll) òsie=R, CsiM', 
-cd a'so'^r : con che avremo pel vano della lunetta 

v=-^r*[v/'(R'*-r»)-v^(R*-/-*)]. . .(GVIU'). 

Quando poi la volta è cinta di rinfianco in cui vada a por ter- 
mine la lunetta , praticando nella formola (GIX) le medesima 
sostitusioni , e dippiù facendo ..if =£ = it avremo il vano che 
per la luce si scolpisce nel massiccio deUa volta , e che verrà 
espresso da 
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PEUB TOLTE SFEEtOBB , snnOlDlCHB , EO BLLISSOIDICBB 
INCOMPLETE, DETTE TOLGAHMEnTB ^ FSLJ. 

'■ 3i8. Nella volta cilindrica a crociera 1’ altezza del vano 
uguaglia (i33) quella degli archi i quali sorreggono la volta. 
Spesso però le circostanze possono esigere che la ecceda (*) , ed 
allora se si desideri che la volta sia- continua , il che certo ne 
accresce il pregio della costruzione , la snperfìcie dell'intradosso 
potrò essere di natura sferica , o sferoidica , o cllissoidica se- 
condo la pianta della volta-, e 1' altezza dei suoi archi. 

Per non dipartirmi molto dalle pratiche in ust) , e per at>^ 
bracciare i diversi casi in un solo , suppongo che la pianta sia 
•^'iy--^i>TeUangelare , e ne ‘indico le melò dei lati Ali, AK con a e b. 
Suppongo ancora da principio che l'alteisa degli archi aerai-et- 
liltici insistenti sul lato espresso per melò da AH e il suo oppo- 
sto, sia differente da quella delle semi-ellissi appoggiate sui lato 
di cni è melò A K e il suo opposto, e dinoto la prim-altem 
cou'« e la seoonda con A. Chiamo infine e Ci semiasei 

dell'ellissoide condizionata a passare pei detti qvattre archi, e 
, quindi ad avere per suo ceolrot il punto O opposto ad A, cd 
i Suoi tre assi diretti secondo la vertioale onenatu per ti e le 
parallele OX , OY ai luti AH, AK della pianta. L' Bqu.i*iònc 
di tale stil>erncié su l à , coni’ è nolo 



» quella delle- sue Ire sezioni principali verranno espresse do 



(*) Quello ecceiio di alleua dai nostri ak-cliitclti 'dicesi trgngli<}.' 
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F«r esprimere che.l’ ellUie indiceta dalla prima di questo tre 
eqùuioDÌ passi pel ponto A, si cambieranDO » ed ^ nelle coor« 

• a* b* 

diiiate a e idi esso punto, con che avremo ^ 


In seguito si esprimerà ebe T ellissoide passa per 1’ arco-, insi- 
stente sul doppio del luto A K, condizionando la sezione principa- 
le (3) a passare per quel punto del detto arco che è projet- , 
tato in K, e. che ha per coordinata a t è. Per tal modo si 
a* .. fi* 

ottiene — ^=i . . . (a’). - . . 


E fiicendo lo. stesso per rapporto alla semi-ellisse projettala nel 

i*’ 

doppio del lato All, si trova r«q«*iioiw,— 

Pertanto avendo luogo fra le sette quantità 'a , b , a , fi , A , 
B y C le tre ritrovate eqoaskmr di condizione , ai fa* palese che 
quattro di esse quantità poaao prendersi ad arbitrio.. Ciò po- 
trebbe raenare , come -si vede od uiu grande varietà di casi 
ma quelli dì maggior rilievo sono i seguenti , e si' trattano con 
facilità mediante i vatori di A, B e C in fdnzione di a , b , 
a e fi. , • • . . ■ ! ■ 

Questi valori seno . . \ i 

A=^(**+fi*) ,B=lv^(**+fi*),' C=v/(-*+i«’), C4) 


« restapo tali nell’ ipotesi piò generale ,■ cioè quando « , b , 
» e fi sono fra loro indipendenti. Dai medesimi valori poi si 
traggono le seguenti conseguenze : 

l.” Quando a = à, ossia quando la pianta della ifolta i un 
quadrato ,'« /« alieue degli aroii eoa dimgttali ^ vengono 

—A=-Vie*^fi'y, c*v 

e cosi, la supenBcie dell' estradosso; rinunie. di natura ellissoidoi 



. ( iBS ) 

II. ° Parimeole avviene quando *=/S,cioè quando gli or''* 
chi della volta sono di uguale altezza , trovandosi allora 

A=.as/ay C=^v^3 = «\/2; 

G quindi la superficie dell’ estradosso è tuttavia una ellissoide. 

III. ° Ma se con <r=/S sia pure a=4 o pure & = «,la volta 
divérrk di natura sferoidica. Così , per esempio , fingendo 
a'^b f ed «=4=6, cioè a dire, tupponendo che la volta 
poggi topra due aróhi semicircolari , e due eeitfi- ellittici di 
•eeto depretso ed uguale al raggio dei primi , vengono 

Azza^ a , B:aC=b\/ a \ 

e quindi la 'volta sarà parte di una semisferoide allnngata, e di 
Votazione nel senso del maggior lato della pianta. 

^ 1V.° Del pari, quando con <ts/3 sia pure aab , ai trovano 
- AsB=.ay/a^ C=«v^a; 

onde la superficie della volta 'spetta ad una sferòide di rota- 
zione intorno all’ asse verticale, e di sesto ribassato o rialuto 
secondo che * è minore o maggiore, di a. - . 

, V.” Quando <i=«, e cioè quando i quattro archi 

aieno tutti semicircolari , ma due opposti (dìbiarto un' altezza 
diversa da quella degli altri due , si trova 

, v^ = ,B=e=v'(<»*+A*), , , . . 

c così la volta diviene di natura sferica. 

Vi.” £ quando in fine asfiaecit , cioè quando i quattro 
Orchi sono tutti uguali e semieiroolari , viene 

A^B-sCsxai/a , - , 

e di. nuovo ia volta riiorua" di netnra sferica ('). > • ' ' • 

Un -caso dei- piè utili mi sembra quello in cui sono date 


(*) £ 'qanta pro[irunM!iite la l•ol^a sferita inconqdeta di pianta tfuadra- 
taf a uù pula Roadclet unno ‘li. pag. a83 , tappooeodola però chitua. 


Digifized by Google 



la pianta e l* altezza C della volta'. Allora si può fare in modo 
che la superficie della volta sia di rotazione : in fatti polendo 
nelle prime due equazioni '(4) < si ottiene a&:sab che 
insieme alla terza danno sulle, prime 

^ Un altro caso dejgno di attenzione è quando i dati sono 
a , , d o pure «, e C che è sempre maggiore di ^ e di « : allora , 

fingendo dato /S, si ha primamente a=v^(C*— ^*), e quindi 

vengono A = ' 

onde la superficie della volta resta di natura ellissoide. 

nig. Venendo ora alla misura della snperficie , ed < que* 
sto riguardo non occupandomi , a (^ausa delle dilficòltii imum* 
ai (aia) svvwjlite che degli ultimi due casi, osservo che i 
piani verticali degli archi appoggiati sopra AH, AK , ec. , 
ascindono dall’ emisfero che avrebbe per pianta il cerchio 
menato per il punto A e i suoi analoghi , quattro mezzi segmenti 
uguali due, a due e perciò equivalenti ai due segmenti che avreb- 
bero per raggi delle loro basi le rette AH ed AK. , Ors con- 
giungendo le corde AS ed AT ,~ e' supponendo per brevità 
v/(a*+A*)sr, vengono ' ' * 

AS“ =aOS . HS = ar(r-à), A’l^=aOT .KT = a r(r-a) ; 
è quindi le superficie dei nominati due segmenti , die pareg- 
giano , come si sa , i cerchi aventi per raggi le AS ed AT , ' 
saranno espresse rispettivamente da avr(r— fi),e 3rr(r—a). 
Ma la superficie 'dell' emisfero è indicata da arr*; dunque sot- 
traendone le due prime , resterà per quella della volta sièrica 
a vela, di pianta rettaagolai<e ed avente per lati 3 a e. ab ^ 

S S'i rr(a-^b—'r) 3 ars/( a*-f-b*)[a-f-b — ^(a*-i‘i‘)]...(CX). 


*( igo ) 

/ ■ 3 M. Il V.” cato ctnrbinii m 1 VI.” facando a ab,' Quindi 
colla medosima loitiluaioiio BTremo per la superficie della vol« 
ta sferica a vela , di piaaU quadrala avenlB per lato r. • 
Sst.{*a*(\/3-f »)3s5‘,ao5^iGa* . . . (CX‘). 

' B3i. Dalia superficie passando al rane, ritorno -all’ ipotesi 
generale della s-olte di natura ellissoide , ipotesi -die racchiude 
TÌrloalmente tutti i casi particobri. 11 Segmento elle allóra st 
produce dal piano verticale mopalo per AK,ayendo pe* altez- 
ze la retta KT=a^— 0 , salasse di una elliisoicU i dt cui 
altri assi sono o a C, verrà espresso (aio) da 

E dei pari qudlo che producesi da! ' piano verticale con • 
dotto p<r AU, avendo per altezsa j presa iiéli*asse iB della 
inedesnra ellissoide, la. retta HSatZl— 6 , sarà indicato da 


p^C(i-|.)*(a+J-).’ 


3 - 


Ala la metà dell' ellissoide vierle (aog) indicata da BC\. 

dunque 'sottraendo le prime due. fo'rmole da quest’ ultima , il 
^tio della vqjta a vela di natura ellissoide , la di citi pi^a^ 
è un rettangolo di lati aa e e i di cui archi kantao a due 

a due per altezze rispettive a e j8, 'risulterà espresso da* 

ovvero , Umendo con^o^iei ▼alofi di A% B yZ C in a, A ^ < , if, 
e . per brevità làcendo ^ ‘ - * . 

v',(.»+iS*) = 5 , da 'v =1||[C« +/!)( «>2 + 3 ^ 3>^] ..(CKIj: 

333 . Nel If.® dei casi enumerati V- quando le alleniti- 
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’m e fi dagli archi sono fra esse uguali , esprimendole eoa c , ó 
vero facendo «sj3=c f la ritroTala espressione direnU . < 

v=^oJc(io-4s/a)=4>448i3oic, . (CXI')« 

'333. Nel ’V." casd , dove «=a e fi=b , e per consegueiua ' 

formola (CXf) diviene 

.7 ■- Vv. • ^ 

4=^[(a+6) (a6+3r«)-ar»] . . . . (CXI"). 

. ' 334 . £. nel Vi.” casoi^ che è il. pih comune., . ed in cui 

,;'^seudo a3/S = a=6, viene r=y^i,'à*-|-6*)uiav^3 , la ibraialà 
■tessa riducesi a i ^ ^ ^ ’ , ->» 

, T=j-a*(io-4v'j»)=4,448id<*?,. •■ 

' aa5. Ottenuto cosi il vano della volta a vela , '.•non resta 
che a fissare la forma del di lei estradosso per dedarne la so* 
,lidità^ Su questo i>arUcoIare io distinguo due casi : il primo 
«piando if cóiicavò degli archi sui quali è ap^ioggiata la volta « 

■ lahhcicalo c 1' altro quando ^ delti archi sonò vuoti nel loro 

inlcriio. 'v i * *r , , 

Nel primo caso , che è il solo di cui palla Roudelet (”) 
■uppoiieiido dippiìt che la pianta sia un quadrato , ' la funoa. 
dell’ estradosso adoperato da questo autore, è quale risulta dal- 
la iìg. 49 > <:h*-‘ “el suo uuui.^ 1 indica la pianta, e nei nuuieii 
a e 3 le metà delle sezioni della volta fatte secondo OK 

■ ed Oli. ' ’ * < .. 

' -5 - 

• .. *r , .* **\ ■ 


f . Il 








..'■■,(4*1." fabbrteà die nenipic II vano compreso d® M" arco-, dai ta^i 
arebileUi diiamiil vdgarmenle pHppagho, * * '• . "7- * - 

. . ... -.1. . • ».. . -V 


Jhie di faU>rk-art , tomo if, -pag. a85.' ! ■*<' 
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c ' Da ' fessa fe {MTèse<- die lotto l 'i*e«mtò*^t?copato . dalla róTu ' 
sì compone dal paraUelepipedò'.che lia per lati'^OH^, ìtOlC;*, 

D' C Ve dal segmento delIMlisiotd* ibrmaotei estradosso , il qua- 
le ba per aliena la parte. EP ddl’ asse tei-tàcale di questo po^' 
lido; Ora dinotando al solilo coq a', i* h spessezze *KK%‘ 
irir dei morì secondo la diresioni degU asside «on •' lajoro 
altezaa comune v*e chiamando wd', B\C* à -tra semiassi del- 
l’ellissoida ibmsnte-Mlladosaq (,ìt qnale^ptife anche non essem s 
concentrica afe sìióile a'qncUa d’ iolradotso , se coitL tomi ipe- • 
gito .'per' V equilibrio ) il’’eioniinei6 peraHelopipfedo -vidh 'ìi^iised' * 
da y ed il segmeiitd di litoide som^pSt> 

sto al piano orìsBonUle C'F si troya rappresentato (3id^*'tfà 

gf * ' ^ _•• • t' 

' c*(3jC|— c) , osprimendone p 1? aitewa'; dmiquq^acen» 

(ione la somma ^e da*quesla' sottraendo U vano della volta prò- ' 
cedcntemqpte calcolato, avremo, per la parie malerule .di eata . 

((Xl0..4(o^^'X*;^fk+3{~^3C'-cK^(^^ • 

• * '^NrVr' ' ^ * ''j 

3s 6. 11 secondo caso naKe dal primo se si apponga i,.* che 
nella Fabbrica relativa a quest* ultimo, tf^ià misurala , raancliioo • . 
le quattro, porzioni uguali due a due e projeltate nei doppi dei 
rettangoli All', AK', è dei loro o}iposif}, A,” e die ad aaàt^ . 
(nirarne meglio l'equilibrio, le dimensioni orizzontali IIH‘,1^1? ' 
dei piè dritti sieno alquanto maggiori che nel primo c^. 
quMte porzióni pon sono che quattro semi-crliadril, deè quali i 
(Ine. primi hauno j>er base la metà dell’ ellisse avente st* , 
raiaési AUsa , A'Is« e per iato HH'sA’ ; .à gii attri'dne' ' 
hanvD per base, la lóclè deU'dlìHI àvcnle per seifiiassi 
■A"l' ztà, KK/sa'. Dunque i^ .yoiunie d^toyi ; 

qtì«ili% i^icme '^dffe eiyre^o ( 

tracn^ ^qcsljj^.jpunnoli^clla/ptgpcdétote • 
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yalorc della vòlta a vela di natura ellissoide, aperta nei suol 
archi , termiuati superiormente in un piano orizzonlalu 

( 3 C' - c)_ a?®]-3(«fl6'-f/!6o')+|- 

4(a + a’)(6d-6')c' .... (CXlll). 

33'. In amcndue i casi fìngendo che la volta debba servir 
di sostegno ad altra fabbrica sovrapposta , e che perciò finisca 
in un piano oriszontale distante pere 'da quello deU’impostatura 
non vi sarà più segmento di ellissoide da unire al parallelepi* 
pedo. Quindi la solidità della volta sarà espressa nel primo 
caso da 

4(o+o')(H*')c'-3^[(.+/S)(.d+3y*)-jy»]. . (CXir), 

a nel secondo da ' ' ‘ 

3a8. Ciò potrebbe bastare , ma siccome i nominati archi* 
volti ( soprattutto quando la volta esser dovesse isolata ) si po- 
trebbero , o per economia di materiali , o per dare alla fab- 
brica una costruiione più elaborata ed elegante , terminare su- 
periormente in altre superficie cilindriche , così è d’ uopo os- 
servare in qual modo si potrebbe realizzare questa idea, e come 
allora si otterrebbe il volume della volta. 

Il primo mezzo die si presenta è che i piani verticali degli 
archi dell’ intradosso , cioè quelli che passano per i lati espressi 
per metà dalle AH, A K , ec. s’ intendano prolungati fino ad 
intersegare I’ estradosso , e che gli archi i quali nascono per 
tal modo , e restano compresi fra i punti projettati in A , ec. 
servano di spigoli entranti da cui partono le superficie superior i 
degli archivolti di cui si tratta. Ha perchè 1’ architetto possa 
disporre la parti dell’ estradosso nel modo più convenevole al- 
?5 
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)’ eqtiililN'to , supporrà che tali sptgoii corri$pon<l»oo in ptanU 
alle rette DM, DN , ec. Ghiamendo m ed it queste rette, 
prima di tutto avremo m i a : : a : 6 , donde. att=.bm. 

Inoltre, supposto che le rette D P , D Q sieno le luogliessc 
orizsontali degli estradossi di tali archivolti , diesasi p e g le 
distanze dei piani verticali, espressi in pianta per le rette FH', 
e QK', parallele ni lati delia pianta, dal centro dell’ ellissoide 
di eAradosso. E perchè le superficie cilindriche superiori degli 
archivolti s’interseghino fra loro (com’è convenevole) in curve 
piane ed esistenti nel piano verticale menato per OA, sarà d’uopo 
ancora che sia : 9 : : m : n, o vero tnq=ap. 

Di maggior interesse è la condizione che gli spigoli supe- 
riori ed esterni degli archivolti s’incontrino due a due in un 
punto stesso di ciascuno degli spigoli verticali projellati in R , 
ec. affinchè il raccórdo esista da per tutto. Ora chiamandovi',' 
B' > C i semiassi dell’ellissoide di estradosso , fingendo ancora 
che il suo centro esistente nella verticale condotta per O , sia 
più sotto di questo punto per 7 ( il che puè tornare a vantag- 
gio dell’ equilibrio senza offesa del gusto e dell’ eleganza ) , l' e- 

quazìone di tal superficie è — ^ -f- ^ - + — ^7^ — =1 . . (L). 

Da questa convien trovare il valore di' s ponendo xsm , il 
che dà per la projezione sul piano delle y z deli' ellisse pro- 
iettata orizzontalmente in DN, da cui parte la superficie supe- 
riore di un archivolto ( e che non differisce dalla projezione 

m* 7* (* + 7)* 

dell’ellisse in cui termina.) l’equazione 

Combinando dunque questa equazione coll'altra y =: ^, la quale 
sul piano stesso delle y z indica la projezione dello spigolo ver- 
ticale rappresentalo in pianta dal punto R , avremo per valore 
, nt' q’' . 

di s, -^,)-7- > • 


Digitized by Googl 


Similawnte ritrovasi per l'incontro dello stesso spigolo rfet< 
tilineo e verticale coll* altro spigolo di archivolto espresso ia 

1 

pianta da R H' , C' ✓( » -Jtì “ 7 -, 

' Cónvien dunque che queste rortnole sieao uguali, donde viene, 


..... m*-p* ir'* . 

latte le riduzioni, - — - c ■— « pure m 0 = 110, e quindi 

n*-f* B * 

m*—p* m* 0* , 01* 0* 

S"* * ’ 5^ • ' 

tanto m : n : : piq i". A' : Sicciiè in tutto abbiamo le 

condizioni 

a •. b i X m •. n : p q i i A* i B'. 


039. Producendosi un cattivo effetto dagli archivolti con- 
tìgui di sesto diverso , per evitarlo convimi supporre «=/t; ma 
ciò esige che sia a : 6 : x A x B \ dunque sarà pure mxnxxAxB. 
£ cosi anche il sesto degli spigoU superiori ed esterni degli ar- 
chivolti sarà lo stesso. . 

Inoltre sarà A x B x x A' : B ' , cioè a dire che le basi a 
piante delle superficie dell' intradosso e dell’ estradosso riesci- 
ranno simili e similmente poste ; e per effetto di quest’ ultima 
conseguenza, prendendo C' in modo che avesse luogo la propor- 
zione A X A’ X X C X C\ si otterrebbe simiglianza anche fra la 
dette superficie > quando ciò secondasse del pari il buon gusto 
e r equilibrio. Ailnnque , verificandosi questa circostanza uelle 
volte di sesto depresso, ed essendo A=a^a,B=ò^ 
quando «=/S; bastesà supporre che « sia minore tanto di o die 
di b , cioè a dire , che gii archi i quali devono sorreggere la 
volta siano di jigual sesto e depresso , perchè le eoodizioai tutte 
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'lei raccordeineato , del- buon gusto e dell’ equilibrio siano 
adempiute. < _ 

ii3o. Le precedenti condizioni tengono alla costruzione della 
volta ; passiamo ora a misurarne il volume. 

Fingendo menato un piano orizzontale pel punto projettato 
in R , lo spazio rinchiuso da questo piano al di sotto , dalla 
esterna soperficiè cilindrica dell' archivolto al di sopra , c late- 
ralmente dai piani verticali projrttati in DN, RK', DR , NK' , 
dipende dalla misura di due somi-lunelle cilindriche simili m 
quella indicata nella fig. a6 da MPMRC, e projettate una in 
DO N , e l’altra in ROK'. Dal paragone della citala colla prima 
delle nostre risulta , che gli elementi /, b,c, s'\t' di una cor- 
rispoudoDO rispettivamente ad m = ai semiassi orizzontale 
e verticale della sezione prodotta nell’ ellissoide dal piano ver- 
ticale condotto per D N , i quali per virtù dell’ equazione (L } 


R* C * 

sono e retta DN=n, 

cd alla difièrenta delle altezze dei punti projellati in N e D, 
- che vien espressa da 


C [Vi I — J7i) (»- -pi- -gr,)]- 


,^Del pari confrontando la citata semi-lunetta con quella prò- 
jettata in ROK' , le b , c ritengono gli stessi valori , ma le / , 
s , e t divengono uguali alla OK'=p, alla RK' = ^, cd alla 
difierenza delle altezze dei punti projettati in R e K' espressa da 


Pertanto, calcolate le due mezze lunette, e dalla seconda tolte 
U prima , e tolto anche un prisma di base DON e di allezu 
ugnale alla difièreuza delle altezze dei punti projettati in D ed 
R , che si esprime per 
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'■ A'* B*’ '• A'* ^ 

testerà Io spatio coidjmcso fra la su^H:rficIe cilindrica prnjeltata 
in U N K ' II, i piani verticali e ialcraii , ed il piano orizzontale 
che si è concepito passare pel (miito |>rojettalu in RT. Quindi 
unendovi il prisma die aLliia i’altezsa di questo punto indicala 

da Cv^(f — , e per base il trapezio DNK'R e- 

spresso per J(/>— wi)(y-*B) , e quadruplicando' ciò clic ne ri* 
sulla , avremo la misura dello spazio contenuto fra le superficie 
esterne di due arcbivolli opposti ed il piano Orizzontale. 

Nel modo stesso , o piire con semplici cambiamenti di let- 
tere , possono aversi |li spazj sottoposti alle su|ierficic esterne 
degli altri due archivolti opposti , la quarta parte dei quali è 
proiettata in DMH’R. ■ ' - ' 

Da un altra parte lo spazio projettato in DMON , e con- 
tenuto fra la superficie dell'ellissoide di estradosso ed il medesimo 
piano orizzontale, si può calcolare come bentosto faremo, me- 
diante l’equazione di questa siq>erficie. Dunque prendendone an- 
che il quadruplo, ed uuendulo a quelli sottoposti agli archivolti 
cilindrici, avremo tptto lo sfiazio racchiuso fra la superficie dis- 
continua dell' estradosso , ed il piano orizzontale. £ però sottraen- 
done quello che occupa il vano interno della volta , e che in- 
nanzi (azi) si ò misuralo, il residuo esprimerà la parte mate- 
riale della medesima. * ' 

a3i. 11 calcolo del sópra nominato spazio spettante all’ el- 
lissoide di estradosso , diiieode* da uua kitegsqzione che non è 
delle più facili. 

X* V * 2 * « . 

Essendo + + =* 1’ equazione di tale ellissoide 

^ O V 

quando il suo ceuU'o si prende per origine delle coordinate, ab- 
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Liamo per ««preaiione grneivUedi un prisma verticale t tli qua- 
lunque base , terminato in essa , l’ integrale doppio 
C • . . 

rfzdydx^/'Jyftdx=^f,tyfdsy/{^A'—x*)f dóve |ter lire- 

A'* 

vita si è scritto A* p«r Ora , se pongasi mente 

che lo s[>axio di cui si traila è quadruplo di quella sua parte 
dia resta projetUita nel rettnngnin OHAK , si scorgerà tosto 
che i limiti fr« i quali bisogna cOI-Uuyb le due integrazioni af- 
fine di ottenere questa parte , sono o ed m per rapporto alia 
variabile x \ e o ed ii per rapporto della variabile y. Ounqu e 
chiamando P la parte stesaa , e servendoci della notazione dei 
signori Fourìcr e Poisson circa i limili , avremo 

P~r„drJ^dx,/(A^^x^). ' 

L' integrale completo ebe si riferisce ad s , e ebe chiamo Q , 
coidrontasi con quello della furmola (K) del ’jS , t la paste 
variabile di esso à nulla iosiewé eoa x. Basta duuque cambiarvi 
X in m per avere 

Q = -[m^ (A*—m*)-i-A*arc.sea^ ]. 
a • y* 


Ritornando con questo valore di .Q all’ espressione di P, re- 
stituendo ad il suo valore , e per brevità fiscendó' 

donde avremo 




Delti R ed S questi due integrali , si vede che il primo è 
|•cl^t■u.imrntc simile al precedente Q : si fia dunque subito 

' R = -[n (ZI*- «*) + jB * arc . sen^ ]. 
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Qu«uto poi al secondo integrale , esser vtedo die 
avremo mercè i’iutegrazioue per parti 

S = ar^.sen— . 

Intaato siccome per disfarci dalla trascendente circolure 
are ,seii— , bisognò cercarne il difTereneiale, così per 
rendere più &cile il calcolo del nuovo integrale die ci si è 


presentato , giova diflereiuiare are . sen 


by 


■rrz • ‘i“«- 


BV{B”‘-y) 

sto si è per altro a me'zta strada , essendosi giù dovuto nella 
prima ricerca dUTcrenziare Compita. 1' operaaione si 

by _ bB’iìy 


trova d. are. sen = 


ne viene 


In 




dy 


t • by 

p-arc.sen=>. 


Da un’altra parte, cblanundo T il nuovo integrale di (uì si 
ti'atta, e dividendo, come è di regola, il numeratore pel de- 

nominatore dell’espressione frationaria 4- — questa ri- 

, ... .a5'*-v» 1 B*^ 

sulta equivalente a y* ^ ** 

seeueiiza T~ÌB'*f—^ •- _l fSlElyl^ÉZ. 

Dunque sostituendo al primo ' di questi due integrali il valore 
die ne dà la precedente equazione, avremo 
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Quest’ ultimo intagrulc dipende dai due 

' / " e / y*‘iy 

y • 

il pruno è ad evidenza = are . scu =— > pel ’sccoudo ^oi finta? 

gruzione per parte ci riconduce ad una furmola cognita, ed a- 
doperuta due altre rolte in questo medesimo articolo. Difa4i 
abbiamo ■ . . . 

= -j. y/( • arc( sen =^) ]. 

Dunque soatituendo i valori di questi due integrali nelfespres? 
sione di T,e del pari sostituendo il valore che ne risulta nell’ 
espressione di S , avremo 

“* ■ .b 3 . by 


S =( ■^)arc.sen 


3 ^' •*®‘’ bTW^TP) 


+ t(3B'* + 6*)«rc.senJ + |,^v/(B*-^*). 

* t 

La valutazione di questa formula da^ = o sino ad^sn ri- 
ducesi a cambiare?^ in n ; giacché dessa é nulla insieme conj^. 
Passiamo dunque risaKre all’ espressione di P , la quale resti- 
tuiti a B e A i loro valori ^ e fatte le ovvie riduzioni, diverrà 

Questa formola è generale : voglio dire che in essa m ed- 
n sono fra loro indipendenti. Per ravvicinarci dunque al nostro 
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sco[xj, bisogna esprimere che m al n sono proporzionali ad A' 
0 , ciucche può farsi ponendo m est A', ed astB'Al qua- 

druplo del yalore che in tal modo assume P, diminuito del 
quadruplo del parallelepipedo avente per base il rettangolo OMON 
e per altezza la distanza y del centro dell’ellissoide di estra- 
dosso dal piano orizzontale dell’impostatura, sarà lo spazio che 
si prese a valutare. 

333. Gli archivolti che tanto ci bau dato da fare, sembra 
che non possano aver luogo se non quando la volta a vela è 
isolata , il che per vetilà non accade molto volentieri. Vi sono 
però altri archivolti che sogliono adoperarsi in lutti i casi, e die 
non apportano nella misura della volta se non una varietà faci- 
lissima a calcolarsi. Nel piano verticale espresso per metà in 
pianta dà A li intendasi descritta una seniiellisse , minore ma 
concentrica e simile a quella che il medesimo piano già pro- 
dusse nell’intradosso della volta. Lo spazio contenuto fra i pe- 
rimetri delle due semieilissi sarà la projezione verticale di uno 
degli archivolti, di cui adesso intendesi parlare, ed il rettangolo 
AH' ne sarà la pianta. Dal poco che ne abbiamo detto è ma- 
nifesto che tali archivolti disconveiigono al gusto non meno che 
all’ equilibrio , quando i corrispondenti archi dell’ intradosso 
fossero di sesto rialzato. In tutti i casi però essi altro non sono 
che semi-cilindri cavi a basi ellittiche o circolari : perciò dino- 
tando con3« e3/'i di loro assi orizzqntali posti rispettivamente 
sugli altri 30 e 3& degli archi d’ intradosso , e coni e ^ i cor- 
rispondenti semiassi verticali ; ed osservando che i lati o lun- 
ghezze rispettive sono b‘ ed o' , la solidità di due archivolti 
sarà quanto «ò'(ai(-«i), e quella dei dne altri va' (6^-/9), 
per modo che il valore di lutti quattro insieme verrà espresso da 

y = ,{a'(é/S-/-9)+6'(a— •«)] ... (CXIV). 

Dunque allorquando la volta a vela è munita di siiqiU ar« 
36 
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chivolti die procedono dal suo intradosso , converrà unire que' 
sU forinola all' espi-esMone della sua solidità recata nel n.* aa6, 
o alla forinola (CXlll') del n.° aay , o iiiGne a quella che na* 
scerebbe dal u.° a3o , secondo che la volta si si supponga estro* 
dossata conforiuemenle al primo, al secondo, o al terso di tali 
numi ri. • ' 

. DldUSSSlOnB SULLA HISCIU DELLA CAPACITA’ DELLE BOTTI. 

a33. La misura della capacità delle botti essendo iiiteres*> 
santissima pel commercio e per la fiuansa,iion hanuo sdegnato 
di occuparsene geometri di grande riputasione. Da prima è chiaro- 
che la medesima dee variare a seconda della generasione delle- 
botti , cioè a dire a seconda della curvatura delle doghe, e della 
posixion loro per rispetto dell’asse della botte. Ordin.vriannrente 
si suppone ( e presso di noi cosi è di fatto ) die le botti sieno- 
dei solidi di rotazione, e che l’asse di rotazione non sia diverso- 
da quello della bolle. La doga si prende allora da alcuni (*y 
per un arco di cerchio, che rota attorno una retta parallela alla- 
corda ed a questa più vicina del diametro. La capacità delia 
botte cosi generata pub ricavarsi facilmente dall’ integrale inde- 
finito scritto nel num. ao3 , senza più intrattenerci sopra- (piesta- 
ipotesi che non conduce ai più semplici risultameotr. 

334 . Più conforme al vero , o però più comune è P uso di 
supporre che le doghe rassomiglino ad archi ellittici , i di cui 
assi maggiori cadono sull’asse stesso delia botte; e per ventura 
si arriva in questa ipotesi ad una regola molto semplice, quan- 
do anche le sezioni perpendicolari a quest’asse in luogo di cer- 
chi si suppongano essere ellissi simili. Nella simultaneità di 


(*) Cmi il BMtTO Ciravelli ud IV libro della sua gemetria 
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queste ipotesi è chiaro che le holli altro non sono che segmenti 
a due basi di ellissoide , e tali si suppongono da Brunacci (*) 
che rende ragione della regola pratica data dall’ astrònomo Oria- 
ni per misurarle. 

Ali' uopo di trovare l’ espressione analitica di una tal re- 
gola , ritorno ali' integrale indeGnito del volume dell’ellissoide, 
scritto nel oum.*’ aog, e sostituisco ad^ la retta OK che àùamoFlg>4^’ 
b Per tal guisa ho immediatamente 1' Ottava parte della botte 
• * 1 A’* 

cosi espressa :-aA'c(L—j-— ). Questa formola Smollo semplice, 


ma contiene la quantità b che non è inerente alla botte. Quindi 
per eUminarla pongo KL = o' , e sostituendo A' e o' ad ^ e s 

V* *• A'* c'* 

nell' equazione *1* * deH’ellisse BOG , ottengo q— ^= 1 , 

donde A*=-^ — 

c*-c • 

Con questo valore di A*, l’espressióne precedente diviene 

^A'(3ac4>-o'*).Ma per essere 1’ eUisse UKL simile all'al- { 
la c . 


tra AOC , abbiamo OA:OG ::KU:KC|^ vero cliìamando a' 
la retta KH, a':c’: :a:o e quindi ae'ssa'c ; dunque introdu- 
cendo pure a', 1’ anxidetta formola non aarà'difiereute dall’altra 

ft 

— A'(aac-t-a'c') ; e inCne chiamando i la lunghezza aA'della 

botte, l’intera capaciià di questa si potrà mettere sotto la forma 

^/(aX3a.3c4.aa'.ac')...(CV), che si traduce nella seguente 

regola : al dvppio prodotto degli atti della maggior sezione del- 
la botU aggiungasi quello degli assi della sezione minore ,'e 


(*) UaleaiMica utblime , tomo II , $. loo. 
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ia tamma ti mobipliehi pel prodotto della lunghetta della 
botte nel decimale 0,36179.// risultato esprimerà la capacità 
della botte a doghe ellittiche ed a sezioni patimenti ellittiche. 
E sostituendo ai {>rodotli degli assi i quadrali dei diametri , la 
ale.ssa regola darà la capacità della botte comune 'a doghe el- 
littiche e di seaioni circolari. 

s 35 . Per le bolli che devono trasportarsi da un luogo ad uu 
altro è sulHcienle la misura dell’ intera loro capacità ; ma rispetto 
di quelle più grandi, che sono fìsse, può essere anche interes- 
sante il problema di determinare Una qiialsiasi quantità di li- 
quido contenuto in esse , e di cui si conosca il livello; e più 
volte e da vari! sono stato interrogato su di ciò. La soluzione 
esalta non è sì semplice come la regola che serre ad esprimere 
l’ intera capacità.; in ogni modo però convien dare una risposta , 
c la si trova immediatamente osservando che , se il dato livello 
del fluido si fìnga essere MPN’Q, il solido OPNK— AMQH 
preso quattro volte ne darà illiquido contenuto nella mezza 
botte supcriore , oltre quello che riempie la mezza botte ìnfe- 
riore. Ora il detto solido è simile aSatlo a quello li di cui es- 
pressione ss^c (33 i) chiamata P, per modo che in questa es- 
pressione c.imbinndo A\ D\ C' , ed n, in c , ù, a e 6';ser-- 
vendoci di z in luogo di m per indicare la distanza variabile 
della superfìcie di livello del fluido , dal piano orizzontale che 
pas.sa pel mezzo della botte ( la quale con pratici meccanismi 
può sempre e.<<plorarsi facilmente ) ; e dui risultato eliminando 
b , e b' come pocanzi , il liquido di cui si cerca la misura sarà 
la somma algebrica della mezza bolle e del valore della ibrmola 

2 X 

„,P*v/(c"-**)--773-77;;arc.san-v/^:r-TJ + 

(CVl)...j- 


* zf 3 c*-e*) 

: (3c*-f-c'>rc . sen^ + are . 


senv^- 


*-«» 
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DELIE TOLTE A CtrTOlA , E DEI LOEO PKMMnXI. 


a36. In una toIU a Tela i di cui quattro archi siano ugual* 
mente alti , suppongasi mancare il segmento che ne ascìnderebbe 
il piano orizzontale condotto per le sommità di quegli archi, ed 
in questo medésimo piano sì ponga il limite superiore degli ar- 
chivolti che procedono dall' intradosso (aSa) e che in tal caso 
non sogliono mancare. Il residuo si potrà intendere suddiviso in 
quattro parti uguali e simili mercè due piani Tcrticali , che per 
l'asse della volta si condurrebbero paralleli ai lati della pianta. i 
Ora queste parti, servendo come di piedi o sostegni alla cupola 
sovrapposta , diconsi peducci della volta a cupola (’). 

La curva che il supposto piano orizzontale produce nell'in- 
tradosso della volta , dovendo esser simile alla base della super- 
ficie di cui l'intradosso c parte, verrà espressa in pianta dell'el- 
lisse iscritta al rettangolo AB&a; e perciò la sczioneFI^. 5o. 

prodotta da quel piano nel massiccio della volta sarà jierfetta- 
roente uguale allo spazio contenuto dal |>erimetro di detta ellisse 
e da quello del rettangolo che passa pei termini esteriori 

dei piè dritti. 

Sullo stesso piano è sempre costituito un cilindro cavo di 
piccola altezza , rappresentato in pianta dalla fascia HKAèH'K'A'F' 
contenuta fi-a l'ellisse HKAbed un’altra concentrica , sìmile , e 
similmente posta , come H'K’A'è'. 11 seguito poi della, volta 
ammette nella sua costruzione una varietà degna di essere no- 


(*) Taloni li cLiamano ancora ptrmacchi <iella volta , e dai nastri archt- 
rrtti fono tmlgirmenle conosciuti sotto il nome di fe$cine,\ooe che non «piè 
italiana delle akretiegfaglio , (oinpagno , iacoiciatnra , ec. 
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tata. Poiché, (alora la cupola è immediatamente posata sul detto 
cilindro, coQTeaeT(dmei^ tjkcorato' all’ interno del suo limite 
superiore , ed allora il d> tei intradosso viene illuntinato da fi- 
nestre o lunette praticate nefla flessa .cupola > a confinciare dalla 
sua impostaUira. ^ talore, coofe irei duomi di forma pià svelta 
e dignitosa , il cilindro stesso pe sostiene un altro di allessa 
assai maggiore , parimente cavo , ma di diemetro interno uq 
poco più grande. Questo secondo cilindro cUiapsasi tamburo 
delia volta f cupola , peccl^è pe afietta la forma; e sopra di esso 
posa infine la cupola sotto forma di uim semi-ellissoide o di un 
segmento minore, se la base delfo yolta. è rettangolare ; e in formp 
di un emisfero o di segmento sferico minore, se la pianta della 
volta è un quadrato. L’ emisfero p la sem<-ellissoide sembrano 
meglio indicale dei loro segmenti , perché ne risulta qn perfetto 
raccordo fra le superficie interne ,e quella del tamburo sottopo- 
sto j ina |e d^orazinai che possono aggiungersi verso l'impo- 
statura della cu [K>la, nascondendo la congiunzione delle due sur 
peiTicic , permettono di sostituire alla nielà dell'ellisspide o della 
sfera , anche un segmento minore. 

337. £)el caso clfe la volta a cupola sia fornita d< tamburo, 
sono le finestre praticate in e$sQ que)le che ne illuminano la su- 
perficie interna , per modo che , generalmente parlando , non è 
necessario che la cigola 'abbia delle foci proprie. Ma nel primq 
caso , cioè quando la cupola deve posare sul cilindro appoggialo 
ai peducci , se non si vuole Illuminarne l’ intradosso con delle 
lunette opposte, ppticale verso Timpostatura della medesima , 
potrà ad esse sostituirsi il cosi detto lanternino. Questo non é 
in sostanza efie un timburo mollo minore > ma del tatto simile 


a quello già nominato; ed insiste sulla sezione che si produce 
nella cupola da un piano orizzontale condotto assai dappresso 
alla sua cima. L'interno della cupola verrà allora illumiuato dalle 


finestre praticate iq questo lanlerqino , il quale ,ad oggcltq d^ 
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fornire mtfggior co|tia di luce, in luogo di esser faLIn icalo al di 
sopra , può lerniinare |>er la sua piccolezza in una composizione 
di vetri forti , e ben connessi fra loro. 

' 338. Qualunque di tali metodi si adoperi nella composizione 
della volta a cupola, abbiamo nelle cose innanzi dichiarale tutto 
il bisognevole per misuraiue il volume , ed anche la superficie 
se i peducci e la cupola sono di natura sferica. 

Le formole relative al tamburo o lanternino , edr alle loro 
finestre , nommeno che qnelle della cupola c delle sue lunette 
sono già ciascuna al suo loogo ) e più non ss tratta che di so- 
stituire ai sinaboli che ivi racchiudono quelli ^ che si deducono 
dai dati della volta a cupola. Una sola pare che ne manchi, 
cioè quella cIm si riferisce all* inaieme dei quattro peducci , ma 
essa ricavasi nel modo il più faeiie dalle alti-e già note. 

339 . Difalti limitandoci rispetto della superficie ' al caso in 

cui questa è sferica ^ e k piauta è un quadrato f e chiamando 
3a il lato di questa pianta, la sujierficie delk volta a vela da 
cui nascono i |ied«icci è indicala ( 33o) da i ) , cd 

il raggio della sfera di eui fa parte è r=a^ 3 . £ poi k sn[>er- 
ficie del segmento sferico avente per altezza r—a espressa da 
3Tr(r— a)93«a*(3— v/ 3 ) dunque sottraendola dalla formola 
precedente , ci resterà per la superficie sferica dei peducci 

‘ S=3Ta*(.5>/»-4)=»)53456a* , . (CVU). 

340 . Rispetto poi del volarne , ritenendo i simboli la e 3^ 
per dinotare t kli della pianta, o vero le corde degli archi uguali ' 
due a due>e e per l’altezza comune, abbiamo ( 318 ) i>er semi- 
assi dell' ellissoide d* intradosso 

Caev^s, 

e per vano ( 333 ) della volta a vela , da cui son vennti- i pe- 
ducci ^allc(zo»4v^a).Pa questo convien sottrarre il segmento 
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sfìstiliiendo atl a!^ b\ e , f, i , ^ questi valori espressi iu o , 

A, e, y, f , la precedente tbrmola (CXIX) diverrà 

V=«6c[4(i+y)*-,(37X‘+5-Jv'2)} . . . (CXX). 

343.11 caso più semplice ed insieme più ordinario è quando 
•q=A=c, onde anche a’ = b' ^ ed e=y*=:» = 9. Allora Sunque 
l’espressione del vnliiine costituito dai peduCci e loro Vchivolll 
tornerà espresso in a, a'*, ed e da 
V=4a(a+a')*-v[3a'*»+a3(5-,*v/3)]. . . (GXIX'); 
ed in « , 7 , c / da 

V = a3[4(i+7)*_,(3->*+5-,V3)] . . . (CXX'). 

343. I peducci cosà definiti e misurati son quelli che ordi- 
nariamente si adoprauo. Essi però non lasciano di produrre un 
elTctlo dispiacevole nascente dal sembrare appoggiati ai pilastri 
culle sole loro punte A, B, b, a. Per evitare questo sconcio, 
l'architetto potrà nell’ellisse ST«/, Che fingo essere la piàntai7^.5r, 
dell’ ellissoide alla quale devono appartenere i peducci, sostituire 
le corde a A, AB, Bò , 6 a, non unite l’una all’;altra coi loro 
estrenai , come più sopra , ma disgiunte un tal poco. Allora 
sup|x)uendo ugualmente alti gli archi prodotti nell’ellissoide dai 
piani verticali menati per tali corde, potrà un piano orizzontale 
passare pei loro vertici , e così produrre dei peducci che si ap- 
poggeranno ai pilastri secondo gli archi AA, BB, bb, aa. 

Vediamo intanto a che ci mena la condizione che i quattro 
arrlti debbono essere di uguale altezza , cd a questo fine , chia- 
mando sempre 3a e 36 le corde a A , B , dinplianto per 
simmetria con 3a c 3/S le rette /IH,e CK rispettivamente pa- 
rallele ad esse , e con z le verticali uguali che dai punti U e 
K vanno fino alla superficie dell’ ellissoide , cioè le altezze de- 
gli archi insistenti sopra a A ed AB. Avremo per l’ellisse di 
pianta, e per quella profettnta in tT l’ equazioni 



»7 • 


/ 


Digitized by Google 



( » 9 o ) 

die d danno inimediaUuienie *=^o, e R=—y/{A*-a*). 
De) pari l’cquaxioni 

+ • •• (•’). «d 3J-, + |p7=* • • • (=*’). 

die nascono ddr«Hisse di pianta, e da quella projclUU inaS 

C A 

d dannosa— 6, ed Dunque per la cgna- 

o S * 

glionza delle z conviene che sia 

C C 

— a = -- , o vero a i b : : A i 

^ Ji 

Inoltre ponendo =~=y, vengono a^yA'^z b=yB\ e 
A B 

in seguilo c»=ydv^( 1 —>'*) » ^ = Bs/( i — >•) : d’ onde si fa pa- 
lese l’altra jircqioiiione a.\ A \ B (*). Ma si e anche tro- 

C C 

vaio jier altezza comune degli archi *=— «=-^6 =Cy, dunque 

dilaniando c quest’ altezza , avremo ad un tempo 

o = ,6=7^, c=j< C, ( 3 ). 

Per elTetlo di queste relazioni , se prendansi per dati a,&,c, 

ed una delle distanze dal centro, ; l’altra di queste sarà 
data immedialamciile dalla proporzione aib a di fi , e potremo 
avere i semiassi A, B, C dell’ eUissoide in funzione di a, 9 . e 

e dal rapporto allor nolo — . DifaUi j clilaiDiHdo / <jucslO 

rapporto « c’dividciido T eq«auoae >*) per l’equa*< 


(*) Pcrchfc le proporrionì fieno verifìcaie, basta pren- 

dere un paolo (juakinqae n sidla parie mr della diagonale del rettangolo eìr* 
oosorìUo air ellisse di piaota , « per c«o dirigere le «fide A a , ed A& 
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lioàc a = y A , si oUietic ^ di dove »=— : — 

7 v/(i + J*)- 

1:1 tornando all’ equazioni (3) con questo valore di y , si hanno 
y/ = av'( !+/•), fl=óV(i + X*),C=cv^( !+;•), 

» & 

o pure , restituendo a / il suo valore - = 7 , 

a o 

^=v'(a*+.»), fl=y'( 6 »+/S*), e=-v'(o* + «*)=^( 6 *+^*)- 

' <i . o 

a44- Ciò posto è chiaro, che il vano terminato superiormente 
al piano orizzontale che passa pei vertici dei 'quattro archi , 
nasce sottraendo dalla metà dell' ellissoide avente per assi 3 A , 
3 ZI, e 3 C, tre segmenti ad ima buse: uno di altezza A-* tolta 
dall’ asse i A , un altro di altezza 3—$ presa nell’ asse 3 fi , 
ed il terzo di altezza C—e tagliata dall'asse a C. Pertanto, in 
virtù della Ibrmola (GV) del n.° aio , il detto vano sarà da 
princìpio espresso per 

Ma nel caso attuale abbiamo 

^=av'(i+J*),fi=Av^(i+X»),(7=cv'(i+^*).*=a^.^*=^^: 

dunque sostituendo e riduccndo , avremo per lo stesso vano 

v=^oòc[/*( 41 '+i)+ 3 <ax+i)- 4 (i 4 J*/] dove (CXXI). 

A questa forinola deve unirsi quella dcl^ vano che soggiace 
agli archivolti annessi ai peducci, e che ritenendo i simboli 
del n.^aSa, vien rappresentata de * Ma da un' 

altra parte lo spazio racchiuso fra i piani orizzontali- che 'limi- 
tano i peducci , e i piani verticali menati pei limiti esterni della 
pianta, è pure espresso , come nei citato n.° da 4( 

Dunque soltraendniie i vani soggetti ai peducci ed agii archi- 
volti , avremo per quella parte della volta a cupola abbellita 
di archivolti, che si estende dal piano dell’impostatura sino a 
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<]uc)1o ili’ c determinato dai Tertki dei <|UBUro archi spettanti 
ai peducci, + + 

«6c[<T (4/^+iH3(3f+i)-4(i ...(CXXII) : 

doveltr^ = — cioè a dire esprime il rnppoitn delia distaiira 

a AK 

che il piano di una semiellisse relativa ai ]>educci sei'ba dal 
centro della volta, al semiasse orizzontale dell’ellisse coniigiia. 

a45. N#1 caso il più semplice, che i pedeurci simili a quelli di • 
cui si tratta sieno sferici , abbiamo a=d=c , a' =&’ ed e=/=«=9. 
Allora dunque il volume della suddetta porzione della volta a 
-cupola verrà espresso da Vc4o(o-f-a')* — 

l^o3£i»(4,r+i) + i (3/+i)-4(i-K)*) ‘ ]-6av| ..(CXXll'J c 

dove esprime il rapporto della distanza che il piano di un SC' 
rnicerchio relativo ai peducci serba dal centro della volta , ai 
raggio di esso. 

B5LLZ VOLT* XLLISSOIDIC* 0 SFEnOlSIcÀ J>ETTA VOLGAHlfEtm 
rOLTJ A CROCISRA CON REGV^GLIO. 

346 . Abbiamo x-edulo innanzi (ai8) che essendo date le corde 
c le altezze dei quattro archi, uguali a due a due, i quali deb- 
buno sostenere mia >olta che ablna per intradosso noe sfljrerlì- 
cic di secondo grado, l' altezra di questa volta risulta determi- 
nata. Se dunque av S'unisse in qualdie rincontro, che la volta do- 
vesse arci e un'altezza assegnata , e differente da quella che nasce 
da quei primi^dati; sarebbe impossibile di soddisfare a tutte 
quelle cuiidizioiù ) adottando per intradosso ‘della volta una sola 
e continua supi rficie di secondo grado. Si alTaccia dunque na- 
turalmente r idea di combinare all’ uopo due di tali superficie 
che ira loro s’ interseghiiio , e senza dubbio quelle duU'ellis- 
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soldi con'veDgoiio più delle altre» per la bellezza della loro forma. 

A maggior dicliiarazioue aia aABA la pianta rett.’ingolarc^f.Ja. 
della volta , e si clriamìno al solito a a e a 6 le corde «A, AB; 

« e ^ le altezze degli archi semi-ellittici projctlati in esse ; e 
C 1’ altezza che dee avere la volta, e che dee esser comune 
alle due ellissoidi che devono concorrere alla formazione della 
Volta. Infine sieno A e B i semiassi orizzontali ignoti dell’el- 
lissoide condizionata a passa>e per le seraiellisù projettate inaó, 

AB; ed A\B' tjuelli dell’ ellis.soide che deve similmente pas- 
sare per le semi-ellissi projettate in <iA,6B. Non considerando 
della prima ellissoide se non i tronchi projettati mAOB, aOA, 

« del pari, non ritenendo della seconda che i tronchi projettati 
in AOa, BOA;' nascerà da questi quattro tronchi la volta di 
cui intendiamo far parola. 

Dietro questa definizione della TolUi , prendendo per assi 
comuni delle coordinate z , y , x la verticale menata per O, e 
le parallele O.Y , OX ai lati AB , Aa della pianta , I’ equa- 
zioni per determinare A e B saranno 
n* b* . o* /S* 

e quelle da cui dipendono A’ e B' saranno 
rt» i* A’ «* 

Avremo dunque per semiassi della prima ellissoide 
e per semiassi delta seconda 


-/'fe — a, B' = 


e C. 


Ed essendo notissimo clie i piani verticali menati per le 
diagonali AA, Ba producono in ciascuna superficie le mede- 
sisBc seiui-cllissi projettate in esse diagonali , si fa palese che 
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la congiuoaioDè ad angolo aaliente di una coll’altra au(terficio 
avverrà giusto nei perimetri di tali semi-ellissi. 

34/ • questo il caso piii generale e svariato della volta ; 
ma sono da notarsene tre più semplici , e però più comuni. 

i.’’'!! primo ha luogo quando colla pianta rettangolare le al- 
tezze dei quattro archi sono tutte uguali, cioè a dire quando 
i.°Si veriGca il secondo , allorché in pari tentpo le altezze sono 
uguali, e la pianta è un quadrato; ed allora si haa=^, ed <tsb. 

3.° Finalmente ha luogo il terzo, quando le altezze degli archi 
sono insieme uguali fra loro ed ai lati della pianta, cioè a dire 
quando « = 4asa=6. 

In tutti tre questi casi 1’ altct*» comune degli archi puèi 
notarsi con c , e cosi gli elementi della volta sono à , b , c, C 
nel primo ; a, c, C nel secondo; e c, C nel terzo. Dippiù 
nel primo e nel secondo caso, le due ellissoidi concorrenti alla 
formazione della volta , generalnneate parlando, restano tali; ma 
nel terzo divengono due sferoidi ugu.i.li ■ una di rotazione intor- 
no all’ asse a S, e l’ altra di rotazione intorno aU'as.se t' T'. Difalti 
l’ equazioni trovate più sopra' per la detcrmiuazionè dei semiassi 
, jB f y e Jt' ci danno in questo caso 

348 . Dojk) ciò, posta da parte la ricerca della superficie , 
come meno importante ed assai più dilGcile , prendo a misu- 
rare il vano, contenuto fra l’intradosso della volta, di cui è pa- 
iola , ed il piano .della sua impostatura. £sso come ben si' vede 
sarebbe conosciuto quante volte si sapesse misurare lo spicchio 
di ellissoide projettato in A 0 BS : perciocché allora togliendone 
il segmento projettato in ASB, rimarrebbe il vado del tronco 
projettato in AÒB. £ dunque il nominato spicchio , quello di 
cui. propriamente devesi cercare il volume. 

A questo fine potrei ricorrere alla foi tnola generate dei so- 
lidi terminali da superficie qualunque , cioè ali' imegiaie dup- 
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fìo Jftdxày ; ma.]>er eleganza, per offrire nna varietà, e per 
mostrare come sovente un op{M)rtuno ripiego di analisi |hiì> mol* 
tò abbreviare il calcolo , farò uso del seguente pi'ocedimento. 

Condotto il semidiametro variabile OM , pongo OM = <', e 
l’angolo MOS = 9. Per te note formole relative all’ ellisse, avrò 

A*B* 

^*sen*9 + 5*cos*9 ’ ' • • 

Ora la semi-sferoide generata per la rotazione dell’ ellisse 
'die ha per semiassi C e < ( e che si produce nell’ eUissoìde 
dal piano verticale menato perOb) ) intorno all’asse verticale, 
2 . . 

viene espressa (la) da -tC/*, e quindi l’elemento di essa cor- 
risppodcnte all’ angelo inBnitamente piccolo MOnt=<f9 , sarà 

3 

quarto proporzionale in ordine a 2* , </9 , e - r Cf * onde 

^ I 


m 


verrà espresso' da Ct'd^. Ma appunto perchè l’angolo MO 

» ^ r 

è infinitesimo , l’ elemento stesso può stimarsi appartenere all’el- 
lissoide , dunque tornando a /* il suo valore in 9 , lo spicchio 
«lenieatare di questo solido sarà 

A'B'C ' d9 


3 ’^*sen’9-f-£*cos’9* 

d<f' 




J9 


^ • sen * 9+^ * 9 jyi 1 

cos*9 


Oos*9 


f d* tan 9 _ 1 

~ ah'. 


^ V)+Cost- 

Per dedurre da questo inl^rale il mezzo spicchio projeltato in 
A O S , è chiaro che bisogna prendere per limiti di 9 1 ’ angola 


Laoroix , trigonomeiria , n.* i4«. 
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lero e l'angolo SOA. Ma nel prinu) limite è nullo anche l'<n^ 
tegialc ; dunque basterà sostituirvi il secondo limite. Ora ab- 
biamo tan.S 0 A=; 7 n = —; dunque sostituendo — net tan? , e 
U xl €1 

4'B?C 


moltiplicando per " ^ il doppio di ciò che ne risulta, avre- 

• • a 'Ab 

nw pef l’intero spicchio projeltato in AOBS: j.<^jBCarc.fan^^. 

£ poi d'altronde (aio) il meaio segmento projettato in ASB- 

rapppcsentato da -^y^.BC(i-^)*(aq--^) ; dunque sottraendo 

questa espressione da quella dello spicchio e duplicando ciò 
che ne nasce , avremo per misura del vano soggetto ai due 
tronchi, proiettati in AOB ed aOi , la formnla 

*.wrfSC[ 4 arc.Un^-*( i 

^ * • I » * 

Senza la pena di' altrettanto calcolo , ma pel solo cambio 
delle grandezze A, B; a e b nelle rispettivo altre B’, A', 

i , ed a , il vano soggetto agli altri due tronchi proje Itati in 
AOa, e BOA trovasi espresso dji 

^^'i?'C[ 4 arc.Un^,.(i-A)*(a + | 7 )]-(P')- 

Per la qual cosa Tintero vano della volta sarà gene Talmente 
indicato da v=(P)-f(P') (CXXIII) ; 

dove A,B , A\ B' esprimono i valori trovali innanzi (246). 

249. Nel «VISO delle altezze « e /J uguali Ira loro ed a c , 
ossia nel i.® dei Ife casi dichiarati nel ,n.*a47, osservando che 

are . tan ■ ■ - s=arc , sen — , la formola (CXXIII) ' diviene. 

/( 6 *-c*) t’ .. . 

(CXXm')...-^C®[4ar‘:.sen-^v(i- ^*(a+^)],. dove dssv'iCrjt?!. 
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E questa stessa può anche serrìre pel a.* dei citati cosi , nel* 
quale d=ò; e pel 3." in cni o=ò=c. 

a5o. Ora che si è conosciuto il vano compreso fra l'intra- 
dosso della volta ed il piano dell’ impostatura , per averne il 
volume bisogna stabilwe la ibrma dell' estradosso. A questo ri- 
guardo potrei discutere tutti tre icasi esaminati(ia6, 137 » ia8) 
nella misura della volta a vela; ma può bastare semplicemente 
il secondo caso, |>er non dilungarmi in calcoli presso che inutilh 
imperciocché questa volta, come suscettiva ' di sopportare peso 
maggiore che la crociera cdÌMlrica e la volta a vela , non ò 
' guari dmtinata che a sorreggere altra fabbrica sovrapposta,‘e però 
suol terminare superiormente in an piauo oriszontale, che serve 
anche di limite agli archivolti cilindrici sostenuti dagli stessi 
piò dritti della volta. Ora, dinotando al solilo <xns a’,ò’ c «’ 
le spesseaze dei piè dritti e le distanca del suddetto piano su- 
periore da quello dell’impostatura, i vani soggetti agli archi- 
volti sono insieme uguali, come nel n.° aa6, a * (aoò'-f/Sòo')* ‘(Q)* 
e lo spaio coupreso fra gli ste^i piani e quelli condotti ver- 
ticalmente pel cootoruo eateriore della pèanta , è indicato, come 

nel n.° aaS , da * 

dunque il volume della volta in questione , nel caso generale 

verrà indicato da (R)-(Q)— (P)— (P') ^CXXIV), 

e nei tre casi dichiarati nel n.” a47 da- < ^ 

(1)-(Q)-(CXXII1') ...... V , (CXXIV*). 

UBLLa VOITA JtyVL^MM. 

aSt. In un plano verticale XOZ, e sopra Torizcontale OXFlg.53- 
sia descritta la figura inistilinea aCAA'G'Ec'a'a, terminata 
intemamenle nel semicerchio uCA. Al rotare della medesima 
intorno ad OZ , prpndicolare adOX e quindi verticale, i quattro 
punii a, <a', A, A' deferì verano altrettante circonferenze oria- 
38 
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zonuli di cui O sarà il c antro comune, ed U semicercliio aCA 
genererà il Tano della Tolta che dicesi anulare. 

. 2 S 1 . La misura di questo vauo e della sua sufam-ficie po* 

treltbero facilmente troTarsi col calcolo integrale ; ma senta ri* 
correre a questo metodo si ottoogooo iuunediatamente dalla nota 
regola di Guidino , in tìi'Iù della quale i solidi e le superficie 
di rotazione uguagliano i |irodoUi delle aree o dei perimetri, 
donde colla rotatione vengono generati , pei viaggi de’ rispettivi 
loro centri di gravità. Ammessa questa regola , io osservo che 
il vano e la superficie curva della volta anulare non sono che 
metà dello spazio e della superficie generati rispetUvamente 
daH'aja e dalla circonfetenza ddU’ intero cerchio di ra^io AG 
rotante attorno l'asse OZ. Ma ponendo OG;=.<d’,ed AG=o, 
l’aja e la cùconferenza del cerchio vengono espressi da «a*, e 3*n, 
cd il cammino fiitto dal centro G di gmvità è ; dunque 
avremo per la volta anulare 1 

S=a**ow/ . . . (CXXV) , e y-m'a*A . . . (.CXXVI). 

>• aSa. Queste poche righe possono bastare quando la volta 
non abbia delle porte , che dall’ esterno mettano all' interno di 
CSM. Ma Licosa è ben diversa, quando l’uso deUa volta richiede 
che tali porle vi siano. Allora conviene da prima por mente alla 
loro generazione , che secondo il mHodo piu recente si ottiene 
a questo mudo : descritta una semiellisse die abbia per se- 
miasse minore il raggio AG, intendasi piegato il fòglio del disegno 
sulla superficie del cilindro retto verticale , che Ita per base il 
cerchio di cui è parte 1’ arco A B , per modo che 1’ asse mag- 
‘ giore della semi-ellisse ( la quale si vede rappreseutata per 
.metà in BND } cada lungo la circonferenza di quel cerchio, 

I e quindi il semiasse minore coincida con un lato A D del ci- 
lindro. Indi , risguardando la curva che si ottiene in tal guisa 
e la verticale O Z come due direttrici , fingasi che una retta ino- 
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bile ed iodefiniU si appoggi ad ameodue e sia costantemente o- 
rizaootale. La superficie così generata incontrerà I* altra annlare 
descritta dal semicerchio aCA m due carte di doppia curra- 
tura, espresse per metà in pianta da Gm6 e Qib, e supponendo 
tolto dal maMiccio della tolta le parti soggette a tal superficie 
e proiettate in GBB’A'AG, Gbb' a' aQ , si sarà scolpila per 
tal modo un’apertura a traterso la tolta anulare (*). La superficie 
medesima' è del genere di quelle superficie storte o 'rigate , 
che dicoasi conoidali; e tacendo attenzione al sito che hanno > 
nel piano qualunque ZOL , la retta BQ gqneralrice dì essa, la se- 
micircouferensa aCA generatrice della superficie anulare , ed i lati 
No, N'n', S«, ^'a' delle superficie cilindriche terticali projettate 
negli archi AB, A' fi', a'6', si fit palese che il vano aggiunto 
dalla luce a quello della tolta tenga indicatoin seuoue daUa figari 
mistilinea nMaa'A'N'n' A;doodesegue che per la metà d’ogni poeta 
consimile praticata nella tolta , il raao di questa si dee aumentare 
i.” della difièreuia ( espressa in sesione da MK a) di due tani 
proiettali amendue in AB G, e terminali superioruiente uno alla 
superficie annlare , e 1’ altro tUa conoidale : 2 .° di nn’ ana- 
loga dilTerensa proiettata in' aóG t 3." di uno spazio conoidale 
proiettato in ABB'A' : 4-° e di un altro spazio analogo proiet- 
talo in abb’a', • ' 

- - ■ • - -- - --- - • 

(') La diretuicè carrilÌDea li può anche oueoete applicando il piane di 
una tcmidlisge nitU tuperfisie del ciliudro retto ohe ha per baie farèo o'i', 
c per etiiaie il eatliro effètto che producono' te corre di leuo rialzalo , il 
aemiaMe ma^iore di quella curva può auumeni di lai longbetsa , che l'arco 
dell’ apertura taubri di gioito leilo , e deproiD : perciocché iu ul modo ri- 
•ulletò viemaggioniKotc deprem la ourra giacenle nella lupar&ic ’eitiadrica 
projellata lecondo Taroo A'B^. £ queMa, areodo ancor e»a la proprietà di tra- 
'aformani in elliiae nello apianarnemo della nperfieie ciUndrica di baie A’B' , 
petrchhe icrvire eua Mcua per la diretirice cui vitinea della luperiìcie conoidale. 
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a53. Il calcolo dì tali spazi esige che si conoscano l’ equa- 
zioni della superficie anulare e conoidale, non che quella della 
projiziune della loro comune sezione , rappresentata dal sistema 
delle curve G/nB ed Gt6. Assumendo per assi delle coordinale 
le retle O X , OZ , e la OY perpendicolare al piano ZOX, per 
qualunque punto M della superficie conoidale sia condotta k ge- 
neratrice orizsoulaiePQ, ed incontri k direttrice curvilinea DMB, 
in N. La c del punto M sari la stessa di quella del punto N; 
ma le jr ed X saranno diUerenli. Nondimeno, dovendo k retta 
MN incontrare l’asse OZ, le proiezioni m, n de' due punti 


si troveranno per diritto col punto O, ed il valore di — rekti- 

vo al punto M non sarà diverso da quello relativo al punto N- 
Ma per essere lacurva BD la trasformata di ui» ellisse il di cui 
semiasse minore è.AD , ed il semiasse maggiore, che chiamo 
6 , è piegato secondo l’ arco A B , abbiamo fra le coordinate del 
punto N l'equazione 


(a + ^)*arc*. tang^ 

T» 



questa dunque sarà pure 1* equazione della superficie conoidale. 

a54. Quanto alla superficie anulare , unendo il punto M 
c ol centro h del semicerchio generatore che (tassa per quel punto, 
abbiamo ma AM = a,/i7»=v'(**-fy*)— >rf,ed 

mM = a; dunque per tutti i punti della superficie, le di cui pro- 
jezi oni cadono , come m, fuori del cerchio di raggio O G , avrà 
luogo l’ equazione 

U CA 

£ similmente considerando i punti projettati deutio il cer- 
chio di raggio OG , si trova l’ equazione . ^ ^ 
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•)]•+*• . . . 

cLe in sosUoia è la stessa della precedente. 

a55. Scora si elimini *• frarequazioni (i) e (a) , si avrà in 


(o-l>.>/)arc.tang— 


a 


. (3) 


l’equazione dellacurraGB. Del pari si avrebbe per l’altro ramoGi 

b • ~ a • • • (a;- 

a56. Ciò premesso, ad ottenere il solido conoidale projet-, 
tato in ABG serve la formola,;5'**<^*<^.>' combinata con l’equa- 
zione (i) della conoide, e con lealtre (3),ed 
che appartengono ai limiti GB ed AB. Molto però si guadagna 
s(»tituendo alia variabile jr 1’ angolo che la retta OL contiene 
con 1* asse delle « , e che, notato con 9, ti lega alla variabile 

per l’equazione j' = xtang9, identica all’altra 9=arctang^. 

Allora siccome integrando rispetto ad y , la x dee considerarsi 

costante , cioè a dire che qaest’nltima non vana al variar del- 

1’ altra , così difièrenziando l’ equazione y = x tang p , avremo 

d ^ • V 

dy un’altra parte , sostituendo ^ invece di are. tang — 

nell’ equazione del conoide , abbiamo 

ljÌA-a\* 9 * z* a 


dunque sostituendo questi valori di z e , avremo 

//z A •-( n X/,d, j. 

Per discoprire i Umili fra i quali debhonsi eflèttuare queste 
due integrazioni, introduciamo l’ angolo p invece di y nelTequa- 
zioni (3) e (4). Esse diverranno 
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4csec 


, cd xsec9=a ■j-A 


dalle quali sì ottiene 

x = ( — + -^Ì^9)acos9, ed x=(<t-{-^)cos 9: 
a ù 

e questi sono i limiti relativi ad x. Quelli poi relativi a 9 sono 

apertamente 9=0, e 9=angAOB=: — — — : perciocché lo spasio 

ABI non si esaurisce altrimenti, che col passaggio successivo della 
retta OL dalla posisione OA all’altra OB. 

25 j. Avendo anche bisogno di valutare il solido conoidale 
|irojettalo in ABfi'A', s’ introdurrà pure 9 in luogo di ^ nel* 
l'equai. x*<fy + dell’arco A'B', con che 

verrà xsec9 = wtf-paq>a’, e quindi x=(jtf*fi<*+<'' )cos9. Adunque 
ritomaudo al doppio, integrale precedente per eseguire l’integra- 
zione rispetto ad x da x=( a)co$9, sino ad x=(A+a+a’)co$% 

ed in seguito quella relativa a 9 da 9so sino a 9 3 , si sarà 

ottenuto il solido richiesto.' E siccome la prima di queste due 
integrazioni comincia dal limite in cui termiiu la prima delle 
due precedenti , e i limiti poi della seconda sono gli stessi; ba- 
sterà trovare Jidx da 

, A aA-A , 

x=( — + — -—9)ocos9 sino ad x = (v« -f-a-f a )cos9 j 
a 0 

c passare in seguito alla seconda integrazione ira quei limiti co* 
munì : chè in lai modo si avrà 1* intero solido conoidale rap- 
presentato in pianta dalla figura mistilinea GB B' A' AG, ed in 
sezione dal rettangolo il quul solido verrà espresso 

P*»- + [ • • • ('”)• 

358. Dal solido che abbiamo ritrovalo va sollrallo , per le cose 
dette innanzi , quello che è projellato in ABG, ma «he superior- 
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mente tennina nella superficie anulare. All* uopo di valutarlo 
ritorno all’equazione (a) di qnesta superficie , e come dalla stessa 
è chiaro dover essere *<a , suppongo asacos». Con ciò Po- 
quaaione dirmU **^;y*=(^-H»8ene)», e perciò si rende legittima 
1 altra ipotesi ,^(^4^sen..tf)seD9, che per l’eqoazioue prece- 
dente di bentosto *=;{.rf+asen8)cos Queste due ultime poi 
danno immediatamente l'equaaione a» tang 9 , adoperata mf 
solidi conoidali. 

Le notate relaaiom tra le variabili «, y, e le altre 9 , •, 
devono primimamente impiegarsi per tradurre in funzione delle 
nuove variabili 9 e 9 il doppio integrale ^zd a A questo 
fine , ricordando che al variare di 9 deve riputarsi cosUnle 9 , 
troveremo d* dl^nziande per rispetto di a e 9 1’ equazione 
»a(A+osen«)cos9; «davremo d*=~{^+asen») d9sen9. La stessa 
owrvazione applicaU alle variabili a ed ne mostra, che dee 
ricercarsi dy difierenziando l’equazione sene)* per 

rapporto ad e 0 , c cosi viene a sene) ode cose , 

ma jfe(.d+asene)sen 9 ; dunque sarà , e quindi, 

•^•fy=acoi»{^+asejìB)d9d9,e/y'tdxtfy=c^/JX^^asea9)cos,*9dBd^ 

astrazion bitta dal segno. 

Per avere i limiti fra i quali va fatta ciascuna integrazione 
esprimansi in 6 e 9 1 ' equazioni delle curve GB ed A B. Per la 
primtt si avrà . 


(o+^)„ 

TòT’f 


asec9— .d 
a 


=seue, e per la seconda i=scne. Ecco dun- 


que ilimiti di e se s’integra prima rispetto a qursta vai iabile, nei 

qual caso è chiaro che i limiti di 9 saranno 9=0, e > = ^ 

Se poi piacesse meglio integrare da prima rispetto a 9 , è 
palese che .la prima integrazione andrebbe' fatta da 9 = 0 sino 
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fl ?= , e la seconda da sen6=i , fino a sen9so. In ogni 

EQodo, fatte a dovere le interazioni, si trova oì...(n). 

i i6 

35q. Con simile pi-ocedimento di calcolo, ( solo che invece 
deli* equazioni (3) , (4) e (5) si usi dell'equazione (3') c dell’ altre 
»*+y*=(a/-a)* ... (4'), ad . . (S*) 

spettante al cerchio a'6') può valutarsi il solido conoidale rappae* 
sentalo in pianta da GJtóò'a'G, non che il solido anulare rappresen* , 
tato in pianta daG^a^ e le loro aepressioui rispettive si trovano 
essere 

, Adunque per ogni porta o luce scolpila nella volta nel modo 
di sopra definito , devesi unire al vano di questa, espresso per 
la forinola (GX.XVI) , il doppio di quanto viene indicato da 
(m)<-(n)d-(p)-( 9 ) , cioè, a dire la formola semplicissima 

^l^A(a+a')-^aA] . . . (CXXVll) , 

e nella loroaomma si avrà l’intero vano della volta cosi traforata; 
il quale sottratto da tutto lo spazio quasi fosse massiccio , occu- 
pato dal piano dell' impostatura e dall'estradosso continuo o di- 
scontinuo della volta , lascerà nel residuo f effettiva parte mate- 
riale della stessa volta (*). 


(*) Si otturi che la mùiira dd nonrioaio ipaxio li ha tempee bcilmenie 
ad usrema di Guidino , cioè a dire mdtifdicaodo Ttrea della lezioiie pro- 
doiu io Mìo da un piano menalo per OZ per la circoofereaza detcritla dal 
punto C. E cih niioe dacché la figura di tal •elione è sempre simmetrica 
rispetto della verticale condotta pel punto G nel di lei piano. 
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rOHNOLB MR LA MISURA DBI SOLIDI DI TBRRA. 

360. Per rendere utile , quanto è da me , questo libro , ho 
stimato bene aggiungere alla misura delle volte quella dei solid 
di'terra, che fa mestieri considerare negli scavi e riempimenti re- 
lativi ai progetti di utilità pubblica , e segnatamente delle strade. 
Le formole che spettano a questo argomento non sono nè mie nè 
di data recente, per modo che avrei potuto fare ammeno di quest 
altra digressione ( che pur ciguarda la sciensa dell’ ingegnere ' 
rimetteudomi alle opere in cui esse trovansi. Ma queste opere, 
essendo per 1’ ordinario costose , e poco comuni fra noi , spero 
che il lettore mi saprà buon grado di averle qui raccolte a suo 
bene , seguendo nella loro esposisione un metodo geometrico sem- 
plicissimo. 

s6i. Alfine di rendere semplici le opcraiioni numeriche, e 
di ottenere almeno per approssimazione le misure che non pos- 
sono essere determinate con rigore geometrico , si è convenuto 
fra gl' ingegneri, di riguardare tutti i profili per lungo e per tra- 
verso di una strada , come linee' poligonaU o spezute. 

Per tal modo, menati dei piani verticali per le diverse parti 
di queste linee , fino ad incontrare la superficie del progetto, che 
si riguarda sempre come orizzontale , questa vien divisa in parti 
che per la loro piccolezza possono stimarsi piane , e cosi i po 
liedri dai quali si compone il terreno trovansi terminati da piani 
non meno nella base , che fa parte del progetto ed è orizzontale, 
che nei fianchi che sono verticali. Quella faccia poi che fa parte 
della naturale superficie del terreno è storta, 0, come altri di- 
cono , rigata , e ciò significa che essa vien generata da ' una 
''etta che si muove con queste due condizioni : i.° di serbarsi 
sempre parallela al piano verticale menato per ciascuna parte 
dell* asse della strada : a.** d’ incontrare , 0 vero di appoggiarsi 
29 
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iR-1 tempo stesso a quelle linee del terreno y le quali vengono 
espresse dai profili per traverso. 

Le basi di questi solidi , (lel vario audamcolo che soglioiiu 
avere i profili |>er traverso, ]>ossono essere dei triangoli, dei |m> 
rallelogramini , e dei trapezi. Ma noi non esamineremo che que- 
st’ ultimo caso , dal quale possono dedursi gli altri due, 

5^ ABCD questo trapezio , ed ABCDa£cd il solido che 

prendesi a misurare. La faccia abed opposta alla base è quella 
rlie si suppone storta , o vero generata dal movimento della retti 
ab parallela al piano verticale Aa6B , ed appoggiata costante- 
mente sulle rette ad e bc. Le quattro facce laterali poi non sono 
che piani verticali. , 

Supponendo prolungtite le verticali \ a, B^ , Ce, Dd in, 
modo che aA' = Bò, 6B' = Aa, cC' = D«/, f/D'=Cc, e coii- 
giungeudo i punti A',B', C',D', le figure ABB'A'c GDD'C' .sa- 
ranno due rettangoli ; onde per essere parallele dall’ ipotesi le 
rette AB , e CD , tali saraimo pure le rette A'B', C'D' , e 
quindi la faccia A'B’C'D’ sarà piana. Ma conducendo le diagon ili 
AC , A'C, è anche piana la figura AA'C'C,per essere ver- 
ticali e quindi ]>arallele le rette A A’, CC' ; dunque i solidi 
ABCA'B’C’, ADCA'D'C' non sono che due tronchi di 
prismi triangolari , aventi ciascuno tre altezze disuguali. 

Per trovare adesso il rapporto che vi è fra i solidi ABCDo^cd 
ed ABCDA'B’C'D', si prolunghino le rette ad e bc fino ad in- 
contrare in r ed f le ripetlivc AD e B’C'. Avremo le propor- 
zioni Aa : D d: . Ar: Dr , e B'6 ; C'c:: B'r: C' a. Ma io virtù 
della costruzione abbiamoAn-.Dd: :B'é:C'c; dunque sarà pure 
Ar:Dr::B'r:C’« , c quindi potrà un piano parallelo ai due 
AB’ , DC', iwssare ad un tempo pei punti r ed s (').Per cf- 


(•) Legendrc , geome(rÌa lib. V , prop. l5. 
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fello di questa conclusione , se fra i delti piani se ne conduca 
un alilo qualunque MIN' parallelo ad essi, avrà luogo la pro- 
porzione Mr ; D /•: : N's : C'a. Ma si ha pureMr: Dr: : Mm'.Dcf, 
ed N's: C'*;* N'n:G*c ; dunque Mi-à M/n:D(/::N//>:C'c, 
e quindi Moi=N'n, del pari che, per coslrusionc si ha 
Dd = C'c. Pertanto i due trapezi MoinN, M'/nnN' saranno 
fra loro uguali ; e verificandosi lo stesso per tutte l’ altre sezioni 
parallele ed intermedio alle due AB' , e DC' , se ne conclude 
che il solido richiestoABCDa^cd è metà dell'altro ABCDA'B'C'D', 
ossia della somma dei due suddetti tronchi prismatici. 

Do[K) ciò , se notiamo con B e li' ì triangoli ABC, ADC, 
e con a, b, c, d, le altezze disuguali Aa , B6 , Cc , Dd, aven- 
dosi per volume del tronco prismatico ABCA'B'C' (*) “ 

e per volume del tronco prismatico ADCA'iyC' 

, 3 d 

■ quello del solido ABCDnòcd, semi-somma de’due tronchi , sarà 

V + . . . (CXXVIII). 

6 ^ ^ 6 

Cioè a dire che fhpo aver diviso in due triangoli il irapetio 
di quefito solido , si prenderà par baffi di ciascuji trian- 
una delle basi del trapezio , poi si uniranno insieme dUe 
volte le' altezze che terminano a questa base , ed una volta 
sola quelle che terminano alla base dell altro triangolo. Si 
prenderà in seguito il sesto del latto , * moltiplicandolo per 
r area del triangolo scelto per base , ne nascerà il volume di 


(') Lcgendre , geometria , libro VI , prop« ai- 
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citucun tronco del prisma triangolare ; e la somma di questi 
due tronchi sarà il volume del solido la di cui base i un tra- 
pesio , e la Jaccia opposta i storta. 

363. Quando le due altezze terminale a ciascuna delle basi 
parallele AB , e CD del trapeaio son fra loro uguali , cioè quando 
as 6 f e c=d , la forinola precedente diviene 

. . . (CXXVUl'). 

ó ^ 

363. Quando la base del solido cambiasi in parallelogram» 

mo , rimanendo ineguali le altezze , viene , e quindi la 

formola (CXXVIII) si riduce a 

Vs(f±É±£±ff)fi . . . (CXVIII") : 

4 - • 

nell'intelligenza che B dinoti tutta la base. 

364. Finalmente , quando la base del solido cambiasi nel trian- 
golo ABC, è come se la retta DC si riducesse ai punto C , e l’al- 
tezza Dd uguagliasse l'altra Cc. Avremo dunque ad un tempo 
B'=Of e d=c; onde sarà 

V=( 2 ±|±£)a . . . (CXVUl'"), 

come era da aspettarsi : perchè allora la retta ad cambiandosi 
in ac, la faccia superiore del solido, per la generazione as- 
segnatale , di storta si fa piana; ed il solido, divenendo incon- 
seguenza un tronco di prisma triangolare , dee misurarsi col 
teorema di geometria innanzi ciuto. 


FINE. 
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Tavola dei valori della trascendente »*scn*9)=E'i presa da 

9 = 0 ® aino a 9 =go®, «W a dire dei quadrali ellittici di aènuaaae 
maggiore i , • di eecenlricità i = sen6 , per tutti i gradi di 0 da 
zero a go. 


0. 

E'.' 

Log.E'. 

0. 

E‘. 

Log.E' 

e- 

E». . 

L09E'. , 

è 

0* 

1,57079 6 

0,19611 9 

3o 

1,46746 a 

o,i66S6 6 

60 

i,aiio5 6 

o,o33i6 4 ' 

1 

1,57067 6 

o,iq6o8 b 

3i 

1,46077 3 

0,164583 

Gl 

i,aoi53 8 

0,07973 7 1 

a 

i,57o3i 7 

0,19598 7 

3a 

1,45390 7 

Oi 16353 6 

6a 

1,19304 5 

0^07629 a 1 

3 

1,56973 0 

0,19683 a 

33 

1.44686 0 

0,16043 9 

63 

i,i8a58 9 

0,07383 3 1 

4 - 

i,56«88 3 

0,19559 0 

34 

1,43966 a 

0,l58a6 0 

64 

1,17317 9 

ó.,o693b 4 i 

I* 

1,56780 9 

0. 1 9639 3 

35 

1 43339 0 

o,i56<>3 1 

65 

i,i638a 7 

o.o6588 8 

tì 

1,66649 0 

0,19493 9 

36 

1,43476 0 

0,15374 1 

66 

1,15454 6 

0,06341 1 ; 

7 

1,56494 7 

0,19449 9 

37 

1,41707 4 

o,i5i39 a 

67 

1,14534 7 

o,o58^ 7 

8 

i,563i6 a 

O.I9/1OO 4 

38 

1,40933 9 

0,14898 4 

68 

i,i36a4 4 

0,06647 i 

l_9 

1,56114 1 

o;i 9344 a 

*9 

1,40135 9 

0,14651 8 

®9 

1,13734 9 

0 ,o 5303 0 

[ >“ 

1,55888 7 

0,19381 4 

40 

1,59314 0 

0,14399 4 

70 

1,11837 7 

0,04858 8 , 

11 

1,55639 9 

Ofigaia i 

41 

1,38488 6 

0,14141 4 

71 

1,10964 3 

0,04518 3 


1,55368 0 

0,lql36 1 

4a 

1,37660 4 

0,13877 7 

7» 

1,10106 a 

0,04181 1 

1 

i ‘3 

1,55073 1 

O)iqo53 b 

43 

1.36709 Q 

o,i36o8 5 

73 

1,09365 0 

o,o3848 1 : 


1,54755 4 

0,18964 5 

44 

1,35937 6 

0,l3333 9 

74 

1,08443 5 

o,o35ig g 

i6 

1,54415 0 

0.1K868 9 

q5 

1,35064 3 

o,i 3 o 54 0 

75 

1,07640 5 

o,o 3 hì 7 5 

i6 

i,54o5a 1 

0,18766 7 

46 

1, .341 80 6 

0.13768 9 

76 

1,06860 9 

0,02001 9 


1,53666 q 

0.18658 0 

47 

i,33a86 9 

0,13478 7 

77 

i,o6io5 9 

0,03573 9 

10 

1,53369 7 

0,1 8543 8 

48 

i,3a384 à 

o,iai83 6 

7« 

1,05377 b 

0,03374 8 , 

>9 

i,5aS3o 6 

0,18431 0 

49 

i, 3 i 4W 9 

o,*i883 6 

79 

1^04678 6 

0,01 g85 8 ! 

90 

i,5a379 9 

0,18393 7 

60 

i,3o553 9 

9 

80 

1,04011 4 

0,01708 1 j 

ai 

1,51907 8 

o,i8i58 0 

5i 

1,19637 8 

0,11969 8 

81 

1,03378 g 

0,01443 3 

aa 

1|5>4 i 4 ^ 

0,18016 8 

5 ‘j 

i.at>6^ 5 

0.10956 a 

8a 

1,03784 3 

o.oiiqa 7 1 

a3 

r,5oqoo 7 

0,17860 1 

53 

1.37707 3 

o,io638 6 

83 

i,oaa 3 l a 

0,00958 3 : 

94 

i,5o^6 a 

0,17715 0 

54 

1.36814 6 

o,io3i6 9 

84 

1,01733 6 

0,00743 a 

a5 

1,49811 4 

0,17554 5 

55 

1.35867 9 

0.09991 6 

85 

1,01366 3 

0,00546 5 ; 

a6 

1 ,40336 8 

0,17387 6 

56 

1,34918 1 

o^oqbba 5 

»b 

1,00,864 7 

0,00373 9 


1,48643 6 

0,17314 3 

57 

I,a3g66 1 

o,u^3o a 

87 

i,oo5a5 8 

0,00337 7 

38 

1,48039 a 

0,17034 7 

58 

i,a3oia 7 

0,o8qq5 0 

88 

1,00358 4 

0,0011» 0 

9Q 

1,47396 9 

0,16848 8 

5q 

i,aao58 8 

o,o8656 9 

89 

1,00075 1 

o,Qoo3a 6 

3o 

1,46746 a 

0, 16656 9 

6Ò 

i,ai,o5 6 

o,o83i6 4 

9 " 

l,UUOOO u 

0,00000 0 
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r 

TavjJu dei valori della trascendente } = F', presa da 

'• s/u 9 ) 

C=f)*’ sino a p=j)o® , dove « = sen6 , per tutti i' gradi di 6 da ze- 
ro a ga. 


5) 1,37379 a 


1,37511 3 
1,57667 7 

i, 57 (i.i 8 6 
i, 5 so 54 o 
1.55384 3 


1,55539 4 

I, 58810 7 

1,59135 4 
i, 5 (j 456 8 
1.59814 3 


1,60197 8 
I ,Go 0 o 8 I 
1,61045 4 
i,6iSio o 
1,63008 5 


1 ,63533 3 
1 ,63073 9 
i,G 365 i 7 
1,64360 4 
1,64899 5 


0,19611 

n,ig 6 i 5 

0,19635 

0,19641 

0,19664 

0,19694 


0,19731 

0,19774 

0.19834 

0,19880 

0,19943 


o, 3 uoi 3 

0,30090 

0,30175 

0,30364 

o, 3 o 36 i 


0,21898 o 
0,33081 8 
0,332T3 1 
0,33473 3 
0,33679 3 i 


1,68575 o 
1,69411 4 
1,7028.3 5 
1,71193 4 
1,731.89 o 
1,73134 5 


‘.74149 9 
1,75216 5 
1,76335 6 
1,77478 5 
1,78676 9 


', 799 ^^ ‘ 
1, 81315 9 
i, 8 s 56 o 1 
1,83956 6 
1,85407 4 





0,34093 3 
o, 343'57 5 
0,34631 5 
0,34914 5 
o,s 53 o 6 8 


0,35508 4 
0,35819 6 
0,26140 6 
0,36471 5 
0,26813 7 


0,27164 5 
0,37536 7 
0,37900 1 
0,28284 8 
0,38681 1 


1,95386 4 

1,97288 3 
1,99366 9 
3 , 01536 6 
3,05471 5 


3 ,o 570 ó 2 
3 ,o 8 o 55 8 
3,10465 7 
3,1.8003 1 
3 ,i 565 i 5 



3,34390 4 
3, .38087 o 
3,41984 1 
3,46099 9 
3,60455 o 


3,55073 1 
2,69981 9 
3,653 i 3 8 
2,70806 7 
2,76806 3 


76 3,83267 a 

77 3,90356 4 

78 3,97856 8 

79 3,06173 8 

80 3, 15338 5 


81 3,a553o a 

82 3,36986 8 

83 3,60043 3 

84 3,65 185 5 

85 3,83 i 74 1 


0,3 1634 7 
o,3i8l3 8 
o, 335 i 8 1 
o,. 53838 3 
0,3357.5 3 I 


0.33375 2 I 
0,. 3.3939 5 
o,3.j5oi 9 I 
o,3.5og3 5 ‘ 
o, 357 o 5 3 
0,3633» 3 1 


o,4ob6b 4 
o, 4 ' 4 g 4 3 
0,43.359 6 

0,43265 9 

0,.i43l7 5 


0,45319 b 
0,46378 1 
0,47400 7 
0,48.598 6 
0,49*77 7 


0,61359 1 
0.52761 2 
0,54413 o 
o, 56 a 5 i 3 
0 j 583 Sq 6 


Oiioila lavol.'i e ìa precederne sono estratte ilatjli esercii) di cnleolo integrale 
del SIS. Legcndre ( tomo Ili , taf. I , e Vili ). Per coordinarle a quelhi dei logaritmi 
c dei seni , di LaUinde, baitavaiio le cinque prime «ifre decimali j ma la sesta cifra può 
essei nule usila iuterpoiaiiooe , afline di poter contate , almeno in generele , sull’ esat- 
tezza delle prime quattro o cinque cifre decimali del risultalo. 
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AftrrlimeiU» ptr quelU che han poco eurcitio nella Mitntauone numerica 
delle forinole algeliraiche. 


1. 11 logviUno di un dato numera o fraxioue decimala , non che di un «n- 
lero poMo aolto forma decimale ( mercè 1* aggiunzione della rirgola c di qiinl- 
clie zero a destra) può cavarsi dalle piccole tavole di Laiaude , o altre umili 
colle due legueuti regole : 

Regola per la caraueriuica. La caraueriuica vera del logaritmo cercalo 
sarà o, i , s, 3 ) ec. secondo che la cifra di ordine più alta del dato 
numero esprime unità , diecine , centinaia f. migliaja , ec. o più semplicemente, 
secoudo che la parte intera del numero conterrà una dira , o due , tre , quat- 
tro , ec. La caratteristica poi apparente del logarilino cercalo sarà 9 , 8 , 7 , 
ec. secondo che neUa data frazione , Ja cifra significativa di ordine più allo 
esprimerà decimi , ceutesùui , millesimi , ec. 

Regola per la maotisia o parte decimale. Si trasporli la virgob iu 
luogo dove sia preceduta da quattro cifre , a contare dalla prima significativa 
a sinistra ; e riscontrando nelle tavole il numero espresso da queste afre , 
si noti a parte la marni sta del suo logaritmo. Questa sarà pure la mantissa 
del logaritmo cercato , quando a destra della virgola non vi sono rimaste ci- 
fre significative.. Se poi ve ne sono , si moltiplichino esse per la differemu , 
inseriu nelle tavole , fra il logaritmo riscontrato e il seguente ; c la somma 
di questo prodotto e di quella mantissa , sarà la mantissa del logaritmo cercato. 

(IVota). Nella misura delle volle, usando anche la mantissa primitiva, l'er- 
rore non va generalmente oltre i millesimi. 

a. Per avere con caraiieiisiìca apparente il logaritmo di una fraàione co. 
mune , si aggiungerà io al Ingariuno del numeratore, per quindi sottrarne quello 
del denominatore. 

3 . Per avere con caratteristica apparente il logaritmo della radice quadr.vla 
dì una frazione comune, sì aggiungerà 20 al logaritmo del numeratore , pel 
quindi sottrarne quello del denominatore , s prendere la metà del resìduo. 

4 > Per trovare il numero , o la frazione corrispondente ad un logaritmo 
dato , vi son pure due regole : con una si ottengono le loro cifre successile , 
e serve all' uopo la data mantissa j coll' altra ss ha il sìguificato assoluto dt ils 
prima di esse a sinistra , donde quello dì tutte j e serve all' uopo la caratie- 
rislica data. 


Digitized by Google 



( 3ia ) 

Regola per oUtnere le cifre, cerchi nelle Uvole , e fra i logariuoi di 
caratteristica 3 , quello di mantissa aguale e prossimamente minore della data , 
e si noti a parte il numero intero che gli corrisponde. Nel caso di uguaglianaa 
le quattro afre dell'intero sono le sole cercate. Nell'altro caso poi ti formi 
una fraiione comunci ebe abbia per numeratore ladifferenaa di dette due man- 
' tisse , e per denominatore la diScreiita inserita nelle tavole fra la m.-intissa 
cercata e b seguente. E riducendo tal fratìoiie a decimale di una o al più due 
cifre ) queste andranno di seguito alle quattro prima rstrorate. ’ 

Nella misura delle volte è tollerabile, generalmente paifaudo, l'er* 
rore , che ti commette limitandoti afle prime quattro ci&e trovale. 

Regola per conoscere il sigaificmto Mie cifre , e quindi la situazione 
di lla virgotit. Se la caratteristica dal logaritmo dato è vera , la prima a si- 
nistra delle cifre trovate dee significate unità, diecàne , oentiiiaia , migliaja ec, 
secóndo che la caratteristica è o , i , a , 3 , ec. Se poi è apparente , quelU 
prima cifra a sinistra esprimerà decimi , centesimi, miilesimi, ec. secoodoche 
la caratteristica è 9 , 8 , 7 , ec. 

5 . Per avere in gradi e minuti primi un arco di cui si oeeotea b fraxione 
che ss* esprime H sctra , o coseno , o tangente , o cuUngenle, ti cotninoer'a dal 
trovare il logaritmo con caratteristica apparente di tal fratione , e poi si cer- 
cherà questo logaritmo nella tavola dei seni alla colonna dello stesso nome , 
contentandosi sempre di quello che gli è più vicino. E 1 ' areo il quab gli 
corrisponde sar'a il cercata. 

■ 6. Se poi bisogna conoscere la hinghetia delT arco in parti del raggio i 

( conte avviene in molte formob di questo libro ') la sua graduaiione si ri- 
durrà tutta in miuuti primi , od il numero che ne risulta si mdtiplicberà per 
0,00019 , 0 sobmeiite per o,ooo 3 . 

7. Per valutare E ( 6,^ ) 0 pure F ( 8 , 9 ) servendosi delle lavob generali 
ellittìcbe di Legendre ( esercisj di calcolo integrale , tomo III , pag. 345 ) 
può seguirsi H metodo dichiarato nel n.* 16 del mio libro. Ma quando edb 
tavole delle pagine Sog e 3 io bisogna calcolare E*(e)opureP'(8),e 
r angolo 8 contiene dei minali olire ai gradi , prima se ne noterà il valore 
tenendo conto dei soli gradi j indi si troverà un numero che sia quarto pro- 
portionale in ordine a 60 , ai detti minuti , ed alla differenaa fra il notato 
valore e qoello che lo segue nella Wvob ; e in fine questo numero si toglierà, 
nel caso di E* (8), e si aggiungerà , nel caso di F*(8)> dal medesimo va- 
lor notato. 
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BEL MCMiriCÀTO DEI MMtOU | E DtU.1 rOKMOLE ITOMEEETl CO» C»r»E 
EOMASE , CaS U CO»TZ»BO »0 1 » LIBRO. 

>c 3,i4i5g : rapporto coMantc della circonferenia al diainetro. 
,'30,00019 : luDgbeua ddTarco di iw mina» primo nei cciehio di 

eag^o I. 

*3 a, 3 oi 58 : iatlore che rende neperiani i togaritrai briggianì. 

log, a 0^49715 ; log«'a 6 r 4 hi 4 °i Ioga-, o, 36 ia». 

,S ; Superficie interna , o vero intradoeae della volta, 
y : vano della volta , ciob ipaùo interno di etea. 

V : Viilunie , o aia parte materiale «Mia roba. 

E * CO * quadrante ftiit ti e o di trmiaiift maggiore i ^ e di eoceniricitb ■, 
dato dalla tavola ddia pag. 309. 

E (* j ♦) 1 arco ellitiico di aemiaiie maggiore t , di ecceittricitb « , * di 
ampietaa , ■ dato dalU tavola IX dd tignor Legendrt, ciiau a pag. 3 i*- 

r (0 : valore deU’ integrale f - , — P«“ da » s o» «no a 

J v^(t— «*aen*») 

f «90* , dove a è il te DO di un angolo qualunque*, dato dalla tavola della pag. 3 io. 

F (a , f ) : valore dd medeaimo integrale , quando U «mondo limite di 
1 .b qn tqtgo)o qitglttoqite ; dato dall* aletaa tavola DL dd «gnor Legendre. 

Petto miittf» df ili archi clradari ed eUUtici, non c*e dei aegmetó circidari 
,ed elUtUci , f/érici e tferoidici. Pag. 3 , fig- 1 1 » t 3 > 4 * 

(I) , pag. 5: meri delTarco circolare , di raggio r, e di barn o corda m. 
(li) : i^finento circolare , di raggio r , di corda a» , e di alle*» o 
/reccia i. 

(ir) , p. ys idem, quando M ne conoaeooo toh) d raggio e la corda. 
(11") : idem , oonoscendo «do il raggio-^ la freccia. 

(HI ) , p. 8 : legmenlo eUillico , «li «auda za para Md a all’ aMe io , e «fi 
«bei» 7 tolta dall' »ae ic. 

(Ili’) , p. Q : idem , coiKiscetido mio atti , e la corda. 

(Ili") ; idem , couoaceodo «do gli aui e la freccia. 

(IV) , p. Il : legmenlo «li dicxu t, ipettaole dia afera di raggio r. 

(V) , p. la : legmeoto iferoidico di a llea ta a pre* nell' atte di rolaaio- 
pe za , caicndo zc il Mcondo asae. 

3 o 
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(VI) , p. i 3 Mgmemo tferoidu» di alleiu < pret* od secondo asse aO) 
essendo ac 1’ asse di rotasiooe. 

Dei vani di porte o finestre , scolpiti nei muri dritti , e di pianta rettilinea, 
circolare , o ellittica Pag. 19 , fig. 5 , 6, 7,8,9,10. 

( JVoSa) La base dd vano a Iacee piane , espresso in pianta da «AAV 
(^g. 5 , 6, 7) ed in pro6lo secondo da ABB' 4 ' , o e'Bci', o c'BB'i’t 4 
trapeaio di lati paraBdi , iiilemo ed esterno , a a , a a' j o pure un paralle- 
logrammo di iunghesia so. Il muro in cui c scolpito è dritto , e di spcssezra 
b ; o pure a scarpa , e di spesseaza A alla base , e in cima del vano. Le 
nitczsc esterna ed iotcnw dd vano sono uguali fra loro ed a c , 0 pur dige- 
renti ed espresse da c e * 

(VII) o (VII’),/iv tg ; vano seoipito in muro dritto, di altezze ugual', 
e di base trapezia o parallelogramma. 

(Vili) o (Vili') , p. ss ; vano scolpito in muro a scarpa , di altezze 
uguali, c di base trapezia o paralldogiamma. 

(IX) o (IX’), p. 23 : vano scolpito io muro dritto, di altezze disuguali 
e di base trapezia 0 parallelogramma. • 

(X) o (X') : vano «oipilo in moro a acarpo , di altezze disuguali , e 
di base trapezia o parallelogramma. 

(XI) , p. a 3 t idem di (VIP) ,< ipiando gli è aggiunto un vano cilin- 
drico di corda aa , di altezza c' , e di raggio r; fig. 8. 

(XII) : idem di (XI) prossimamente , dove c"3zO'C’, e"'aO"C" , ed 
00 '= O'O" =Q"A =}OAa ( a. 

(XIII) , 7». 24 : idem che (XI) prossimamente , dove c'':3 O'O , ed 
00 's 0 'Aa 40 As> 

(XI') : idem di (XI) , quando I’ arco del vano eilindrìoo è un semicerchio. 

(XI'') : ùfcnsdi (XI), quando l’arco del vano cilindrico ì una semiellisse. 

(XIV) , p. 36 : vano prissuatico di altezza e , scolpito in muro circo- 
lare di raggi, interno ad-ostcrue, r , r' ; espresso io pianta dalla fig. 9, n. 2, 
tiove oA asa , a' A'^ 20'. 1 

(XIV') ; idem, quando con pianta espressa dalla fig.9, n. 3 , i oA.— il A'a 2d. 

(XV) , p. 27 : i<le/n, quando con piaiila espressa dalla fig. g, n. 4 , sono 
au'~ 2Ì , A A'a ab' , Oliaci , OD' a//'. 

(XVI) , p, 38 i vano prismatico di altezza c, scolpito in muro ellittico 
di itssi iulenii A , il ^ ed etterui A’,B' -, espressa iu pianta dalla fig. io , n. 1, 
dove oA aau , a'A' aaa' , Obe^b, 04 'a 4 . 
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(iKVi') idtm ,, aaovpiiDt*.a*pte«M dtila 6(. to, a , si Iir 

oK— a'K’zz ia. ' .t <*• i il. -v !.? <» ' 


beiU volle ciliiiJriche , tleUe aUrimeiùi a botte. Pae. aa , fic. > i 

I» Ul . •■f 1 , ' " M 1 “ • 


(Aqto) AaMfMHi cii« nen ai araoru il comnaio., eaprimoDo sempre la 
la corda aA dell’ aroO d' intmdOMO ; « il solo QC f i il lato CG \ b' la di- 
suma c£ dei nsari di froMe ) l" la dìRana rorlirale Oc dalle corda uA , 
yF ; a , A I 7 gli angoli acuti BOA , A O'd ' , BUc, di seni noUli a pag.33 ; 
a' Ja spetsecta AH dei piè dritti nel senao delia corda \ c' l'altesaa della porte 
dritta del rinfìanoo , cioè HL o pure HK* , seconde che 1’ estradosso è di- 
scontinuo come HRLDUè , o piano come R'F ; ed r* , s' 1 ' il raggio , la 
semi-corda , e la freccia dell' arco ciroOlaa IDL. r 

(XVII ) , p. 35 t superticie dell’ inmidosso , quando la volflk è obliqua 
ed in pendio , di base eUsttica : dette, jd ed ■ dipeodot» dall’ equaiioni (li ) , 
(K) , (L) dcHa png. 34- ’ ■ ■ • ’ - 

. . (XVrr) , p.3j : irlrm, per la oclta ehbliqnn ed in pendio , di base circolare. 

(XVIII) o (XVIII') ; illem per la volta eekanio Ih pendio , di base el- 
littica o circolare. . ' - . , 

(XIX) e (XIX *) , p. 3S •. idem , per la volta obbliqua e di base elllt- 

sica , ne» casi af^ic ed liòfobe. " ' , ' ' • 

(XIX") : idem , per la volu obbliqua e di base eircoltre. ' ' 

(XX) o (XX') ; idem per la volu retta, di base ellitlira o circolare. 

. (XXI) , p. 3g : TolufSe della volta obbliqua ed in pendio , estradossata 
secondo HiaOMA. ' ' 

(XXI') -ti idem , per 1’ estradosso HDA , di raggio , seinieordà ) ad al- 
levia I ' 

(XXH) , pv 4o : idem , qoaado 1' estradoao è nsu soffliellisse di corda 
■xA , e di altezza C. . • ■ ^ ■■ ' ' •’ 

(XXIF) : idem , quando I' niradosso e I' estradosso aono scmkeeélu di 
raggi r ad r*, -<i •. r ' . U . e' . . i / . • » .. i 1 . - 

« (XXni) < idem, per l’ intradosso semieMittieo , e l’ ettndoim piano. 

(XXm') : idem , per r ittra«kn>o smiciriolare c di raggio r; e Testm* 
dosso piano. 

(XXTV) , p- 43 t siqierricle dellni vota» obbliqua od la pendio , quando 
Ila per base un scgincnto ellittico rnCM di corda xs parallela all asse xa , e 
di ^fteia t presa nfllf asse 5C ( dove A ed del pai» obo gH sèigoli e, fi, y, 
•bidono dai n. 33 , 34 i e gli angoli t . * . " hanno per seni le frasioni 
scritte a pag. 44- 
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(XXV) , p. 46 ’■ idem , qaiiuk) b Toitt k ed lu per- bete oo 

•egmeuto eireoUre di reggio r. 

(XXVI ) , p. 53 : idem , quando h eolia k retta , e n'è bare noa eurva 
a Ire centri di raggi r , r' , preti ritpeltiramenle negli aiti aa, ac. 

(XXVII) : vano di coiai volta, anche quando iobbliqua ed in pendio. 
(XXVni) , p. 54 i luperBcie deBa roUa retta aita goticm. 

(XXIX ) , p. 55 : Tallo di detta rolla , aticbe obbliqoa ed in pendìo. 

DtUe colte dUmlricie , oke Animo per base ima delie quattro corre , 
parabola , iperbole , cidaide , e cmeiurid. 

(XXX) , p. 56 : rane delU rolla di bete parabolica , oUliqua ed in pendio. 
(XXXI) , p. 5 S : tuperfide deUa Uetia, quando è lob in petidìo. 
(XXXU) : Kiperficie delb Metia , quando k loltaiilo obliliqua. 

(XXXIII) : loperficie della iletta , quando k retta. 

(XXXIV) , pag. 60 : reno della rolla obUiqua ed in pendio , die ha 
per baie una iperbob di lemìatii , primario e tecondario , n ed m. 

(XXXV) , p. 64 reno deUa roiu di bete ckbidale , obUiqua ed ia 

pendio. 

(XXXVl) , p. 68 z snpérlìcie detta uesia rolla , prouimaroenle 9 dorè 
tru y trorati alb pag. 67 , verto la fine. 

(XXXVII), p. 6g : tuperficie della tutta rolla , quando è tob di pendio. 
(XXXVIII) : wperficie delb »e«a rolla , quando è tohanto obbliqua. 
(XXXIX) , pag. 70 : tuperficie ddb Mesta volta , quando è reità. 

(XL) , p. 71 : vano delb volta obbliqua ed in pendio , quando b base 
oCA è una catenaria , dove I=arcoAC=x/(i//<4‘~*). 

(XLI) , p. 75 : tuperficie delb sletta volta, prostimamente ; dove 
n , m hanno i vabri tcrilli alb pag. ^3 , 74 , 

(XLII) ^ p. 76 : idem , quando b volta i sob di pendb : dove T an> 
gob t ha il prinao dei valori efièttiri , nouti al verso 4 ddb pagina. 

(XLIII) : idem , quando b volta k toltaoio obbliqua : dove 1 augob 0 
ha il secondo vabre elièuivo notato al vmo 4 detta pagina. 

. De^ archi rampanti. Pag. 76 , Gg. al , 31 , i 3 . 

(iVoto) Esprimono tempre ta b linea di pendb uA, as quella di sc|^tb 
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rC I tn' U ^iDU a* A' di unctidue , < e ^ le lare indintiioni all’ orittoote , 
e d il Ilio deir arco , tempre norinale ai lati di fronte. 

(XLIV) , />■ 8« : iupcrfieie dell’ arco rampaole a due eemrì j di raggi 
;0<u»r , O'Aair , ( fig. at , aa ). 

(XLIV') : ùlem, quando le linee di Mnunitli e di pcndV) K«o parallele. 

(XLV), p.Sf.'na» di delfo arco, dove <6aAA'— ■a',c cfaCA'^ra', 

( fìg. at , •• ). 

(XltVI] : Mem) quando le linee di aommitì e di, pendio tono parallele. 

(XLVIl ) , p. Sa t vano delT are* ranpame MmieBittioo «DA (fig.aS) i 
dove caroc,(.’=AC. 

(XLVlIt); wperdoie delio ite»to, dorè .if, ed , ricaranei dai reni i5e i6. 

Delle Iteci pratiche a trmrerm ielle take eiinJrkie etUt , e ielle coti 
■Aree ugna eilinJriche. Pag. 83 » fig. a4> *5» 

(XLIX ) , p. 8g% anperficie che aita luoeiu areott per prorde on «eim* 

. ceivliio di raggio b, aaciode da quella di atta volta rtf ii idr i c a retta di raggio 
o , in cui i Molpita a iquadro. , 

(L) : wperficie propria di tal lanetta | aache quando la baie della volta 
^ una smnielliwe di corda an e di allena c } e n'è eatradoMO HKLD, o pure 
HK'I ( fig. ì4 ) •• ^Ore o=AA'. 

(LI) , p. jfo : idem, quando l* ertradoMo b on temicerchio di raggio,.^. 

(LU) , p. gt t idem, pctMaimameote , quando fettradmeo è no legraeiito 
circolare di i^{gio , e di centro d^neno per A eolio il piano deU’impotta* 
tuia : dove i valori di Jf od m hoo ecritti a pug> 8o reno ai. 

(LUI) , p. g3 : vano della luoetta avente |)ér profilo una stmieUìace di 
corda ab e di tato e' , encipita a aquadro in una voltà oiliadricn retta che 
ha per baae una semiclliiee di corda ta c di alioaaa c | e per etUafdotio HKLl) 
o pure HK'I , eaieudo a’=AA*. > . „ ... ,..j •; 

> /*■ ‘ idem, ftomiammeaU!, quando Peetradeen .ii un eegmenlo 

circolare ; dove L trovati a pag. 93 ,.M, m a pag. 98 , ed iV, n a pag.94* 

(LV) , p. g6 •. lupecGcie uurva ddla meiaa ugna 80CB* .(./fg. aS ) 
di baie ellittica o drcoiare, nei tre cali- A^c‘,iae : dove 

ed ■ otprinte il rapporto JeU’ecGetilncitli al lemiaiae maggiore. 

(LVI)., p, gy ( volume di della lucwa ugna. / 

(LVII) : iuperficie unrva della temi-lunelia B'AC’CÙi ( >fg<. ai), di luiac 
clliiiica 0 circolare , nei tre cari i>c,A<c,imc. 

(l'Vni ) , p. gS : volnm '* della itessa wmi-luoelta. , ., 
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t * • Dttla voìla ciUndrica a crociera. P»g. lov , GgJ 17 , *9 , lo. ' 

I. (LIX) , p. io 3 -.isuperficie ddU crooi«ra ciliodrica muniu di arclii> 
vohi ( fig. 27 ) , nei suoi diversi casi : dove ao c aA espruaoao i lata in.i 
temi , nuggioco e minare della piani* ^ c il sesto dell* volta;* e /* i rapporti 
dell' eoccDtt'icilà ai leaaiassi maggiori i> ndr elliai aventi per lemiasti rispettivi 
i , c ; et , c; ed a' la spetezza dei più dritti nel senso del laip maggiore aa. 

(LX) , p. ioj( jjvoliinie di delta votla , >(mmdo tctiaiQa io uorpiano 
distante per e* da quello dcdl’ impostatura, r 

(LXl) , p. loy : supcriìeic curva dell* semi-lunetta B'BEGO (/fg. 28 ) 
avente per base una carva a tre centri ; dove oS; Bli',c:a B£ EC, rs Il’l'’ 
r-m EG. 

(LXn) , p.. ro^ : vano della slessa semi-lmietm. c . . -i , | . 

(LXllI), p. 'in tcrolumo dei isonoo di crociata espresso in pianta 
da lOL , ed in sezione secondo bH da rfc'lli'U'C' {fig- 3 ^,n. 1 , 2) dova 
oaOA , AaUB , epHCy a' aAB ; VaBL, cig^CLy B e C sono i se- 
miassi , ed s , ( la ‘semi-corda e la fteooia dell'arao eliisiioo ìyhV. > 

(LXIII') ; irfem , quando il segmento D'E'd’ è cifeohre e di raggio r', 
nd qual caso 4 (EXlll') es}>rn»e 1 ’ intero volnnse cMta volli . 

Della valla a spicchi, licita attrimeiftt a pajigtimie. Pag. ii3, lìg. 3 i, 3 a. 

• \ ■ e 

(LXIV) p. ttS ! s«i[Wffìeie rleUtt' volta avetste per ^$e un poligono re- 
golare di n lati uguali e 2b , esi>ressa per ano sploctn'o dalla fig. 3 a‘t dove 
a è r apolema’ OA; Hi'Hb bafc J c P .iltezra Q'C del veriice interno , e /j i|- 
rappono dell’ «ccenlfiti»!? afrstani.isse niaggiore"deir ù^lisie di assi an e ac.‘ ' 

(LXV) , p.'lrtì V Vailo idellù ^tcjsa volta, ‘ • i '■* *. 

(LXVII) per (LKVI)^ "pi' trjr r lrt)IAnie‘ drlfe volta , quando'!' estra- 
dosso è secondo la 0 g.’ 3 a f dovè q'i AA'‘,'c'=; L'C' , ed> i sono' il fag- 
gio e l'altezza dell’arco D'E'. ^ 'l • ’ ' 

' (LXVr)' per V irfètk , quSftsJO P'ean-adòsso lesminS in nn piano 

distante ;per 'e'' da qeefid dWTl ihi|fcsmtura. Il ^"1 t i-'n' \ - ,j 

(LXVH) triy';}* snpelflcic 'della vblln di piami reqangolare espressa 
pcr'ln fig. 33 '; dove 2*b=ni', ai'SéAUV'ttcl^C, ed i è il rapporto deH'cc- 
cemricit'a al semiasse malgctorc rWI’ellisa (K a«i ah e àr? , i •-<'■< » » 

' (LWIU) : volume di coiai volta; dove A'srAHs: BX, c'c: LC^sa D*£, 
ta; E'E , rm raggio délP dWo D'E*.'' !• ' '■ 

(I.XVIll') ; iilcrn , quando ^'eslradlsso ”ù un piano 'distante pùr'c* da 
quello dell’ irojmstalura/' ■' ■ - " >'• ' ' . •''.1 ' 
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J?e{/d 9cka a.ceneo , delta altrimetui « favella. Puf. 119, fig. 34 - 

(LXIX) , p. Mo: N|MrGete <klU vn|li:<kive aassA , 
ira 111 , ed < è il t«{>pot«o dell' ccceMiiciU «1 ««mùsse «lagglore ddl’cMiiM di 
aiii ie,3c. I 

(LXX) , p. t2i ì v«lane ddfai stetU ': dove a' a c'aLC, 

«il r, s , < sono il raggio , il seno e l'allczu dell' arco . 

(LXX’) ; idem, quando f estradooio i un piano dittaate pct c* da quella 
dell' iinposMluia. .1 . 1/ 

• • .1 > 
Di una specie di volta cilindrica , che partecipa di ipietto a croéiera , 
e di gueUa a padifUorm { e di un’ altra piccala vaila cMàdrlca. 

- Pag. m, fig- 35 , 36 .' ■ 

• . •/ » 
(LXXI) , p. taS : superficie della volta a doppi spigoli espresta per la 
Cg. 33 , quando ODaHCr^OA^ dislanea di iVlN da B' : dove <ca OA, 3 a OD, 
• alle , eadislauau di MN da B' , o'aAH , 3 'eBK , l^MN , maOM , 
r.aOX , e d, < soao i rapporti dell' ecceuiricilà ai tcraiasai maggiori dell'el> 
Irssi di ami ao , ac ; le , ac. ■ a . ' 

(LXXII) , p. 126 : vane della medesima volta. > * . . > 

(LXXlll), pag. 128 : spazio occupato della volta : dove c’aLC', d a 
spesseua in cima della volta , /ss En , s= De , r =i-aggio dell’ arco DE. 

(LXXIV), p. vap : velame della volta quando 1 ’ estradomo è un piano 
distante per c* da quello dell' impostatura. 

(LXXV) , p. SÌ2 : vano della tromba cilindrica di devazione semi, 
circolare , egresso per la Cg. 3 C : dove ns:AD , c mCB' , r=: AO. 


ideile vòlte coniche. Pag. i 35 , fig. 4 * 1 4 ^ » 44 - > 

■* ’ t. f i‘. ^ 

(LXXVl) , p. i 3 q : superficie curva dell’ ugna tagliata dal cono retto 
AD.VV col piano DED’G 3 j ; dove la k\ , rsAO , m3lan.VAO, 
viBian.YGE, a« = ai)g.DOD. 

(DXXVl') , p. i^t : idem, quando il piano segante è parallelo all’asse 
del cono. 

* i 

(LXXVII) ; superficie curva del cono scaleno K\A' fig. di cui 

A .A=lf VA'b l* , e VB, sono il minimo lato , il massimo « l'altezza : dove 
AOa 1 , iss - ang. AV A’ — aug, AVB , ed n , $ , U sou doli poi 1 ’ equa- 
zioni scritte ai versi 18 e 1.9. 
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(LXXVIII) , *43 : H^rmioDÌ dei Kmì>MÌ ddl’ elliae DEI^E', 

(LXXIX) ; espreisione della diManu del piano DED* dal rertice del cono, 

(LXXX) , p, *44 < volnnae dell' ugna DAD'ED. 

(LXXX') , p. *46 : idem , quando il piano tegante è pandldo alF asM 
del cono. 

(LXXXI) , p. i5* ; nperficie ddla tromba coniea retta , angolare t 
dove ao= oA , 4^- 

(LXXXJI) ; vano detta madetima. 

(LXXXIU) , p. *53 : tuperBcie della volta conica retta 1 terminata io 
un muro di pianta lemicircolare : dove aos oA 1 Jfg- 43- 

(LXXXIV) : vano detta medeaiwa. 

(LXXXV) , p. *55 : Mipecttcie detta volta oooioa ohUiqua termioau io 
un piano verticale ; dove ( fig. 44) ao » uA bs VB , cs IC , fs Va ^ 
^sVA, Gtfear, ang. GrfVs^, ang. oGV=>. 

(LXXXVI) : vano loggetto alla medetima. 

(LIXXVII) , pag. *56 : wperfioie della Me«a volta , quando termina 
in un muro a acarpa indiuato ali' oritzonte lotlo P angolo g : dove, ten , ' 3 
aen 4 len , , n's tao,' , coti'a n'ootr. 

(LXXXVIII) , p. i5f : vano aoggetto alla atei» volta 1 dove lan • ^ 
poi 4 Un «, ed A , C , a<on dati per 1' aqueaioM (g) ed (A). 

Pelle volte sferiche ^ e tferoidiche. Pag. i 6 o. 

(LXXXIX) : auperficie della volu sferica di raggio r. 

(XC) , p. *6* : Hi|ierllcie ddia volu aferoidica di acato rialaalo a , e 
di pianta circolare di raggio c j o pure di testo depreato c , e di pianta ek 
lilUca di aui aa e ac. 

(XC') e (XC") : idem , tolto fonine pib comode pel calcolo. 

(XCI) , p. *63 : auperticie della volu tferqidica d| tetto rialaato c , e d| 
pianta ellittica di assi aa , ac ; o pure di tetto depresso a , e di pianta cir.. 
polare di raggio c. 

(XCII) , p. r65: volume della' volta sferica di raggio r, di spetseua od 
altezza del rinlìauco •' e c' , terminata in un segmento ^erico di raggio r’ , 
e di altezza t. ' - ' 

(XCIP) 0 (XCII") : idem , quando K estradosso è il solo segmento 0 Ig 
metà della sfera di raggio r’. 

(xeni) , p. *66 : volume della volta sferpidica, di pianta circolare di 
raggia n, di sesto <juaiuuque p , munita di rinfranco di .altezza c‘ e lerminaiq 
dal segmeuto di uua tferoidp concentrica e di asji iA e aC. 
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' (xeni') ; idem y fluido eneodo priva di riuCaoco , urmtna 
iemi-sferoidc. 

(XCIV) : volume della volu sferoidica di pianta ellittica avente per asù 
a a e a c , di Mito qualunque c , munita di rinBanco avente per al terra c ' , 
e terminata dal segmento di una sferoide concentrica di assi -xA e iC , dei 
quali xA è di rotazione. 

(XCIV') : idem , quando manca di rinlìanco, 

(XCV) , p. i 6 S : idem , quando il sesto è depresso : dove a e d sono 
le spessezze del rinSanco nel senso degli aAi aa, ac ; C’ la tua altezza, e C 
quella del sovrapposto segmento sferoidico avente per base l'ellisse di assi aa e xa. 

(XCVI) ; idem di (XCV), quando la volta è di pianta circolare : dove 
r ed r' sono il raggio esterno del rinGanco, e quello della sfera di cui è 
|wle in tal caso il sovrapposto tegmeiKo. 

Delle volle generate per la rotaiione delle curve a Ire centri 
attorno uno dei loro asti. Pag. 169. 

(XCVIl) , p. vjo : supeiGcje della volta di setto depresso c , di cui i 
pianta F ovale descritta sugli asti xa , ac coi raggi r , r'j'O pure di tetto 
rialzato n, e di base circolare di raggio c. 

^(XCIX) : idem, quando col testo depresso c, la pianta è il cerebio di rag- 
gio a-y o qture co] sesto rialzato a , la pianta è l’ovale di assi aa, ac. 

(JfDIa) Le formule (XCVIII) e (C) hanno tolto forma diverta il mede- 
simo signiGcalo delle due precedenti. 

(Cl) , p. yjx : vano della volta di testo depresso c, e di pianta ovale 
di assi 30 , xc-, 0 pure di testo rialzato o , e di pianta circolare di raggio c: 
dove «= a — r , «'= r — a , r'= r'—c , t s=r' — r. 

(Cll) : idem , per .la volta di tetto depresso c , e di pianta circolare di 
faggio a j o pure di sesto rialmto o , e di pianta ovale di asti ao, ac: dove 7= c-^. 

Delle volle costruite a forma di ellissoide. Pag. 173. 

(CUI), p. 776; superfìcie della vqlta di temiatti a, c; dove , e 

y e />' hanno i valori scritti nel verso . 3 . 

(CIV) , p. »77 , vano della medesima voIt.t. 

(CV) : volume del segmento elli'^^nidico di altezza 4 , tagliata dalsemiasM 
l) con un piano parallelo a quello degli altri semiassi o e c. 
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Delle luci che talora eogUono praticoni nelle ralle t/erkhe , sferoidiche' , 
a in forma di ellissoide. Pag. 179- 

(CVI), p. tSt : iopirfieie di che bisogna accmcm quella diana rolla, 
emisfèrica di raggio R , estradossata secondo un altro emisfero di raggio R' , 
per ogni limeiia generata in essa da un cilindro retto oriuontale di raggio r, 
che la penetra centralmente. 

(CVII), p. 182 : idem, quando la rolta è cinta di rinfìanco non meno 
allo della lunetta , e di cui R' è il raggio esterno della base. 

(eviti) , p. tS 3 : rane della lunetta generata, nella volta ellistoidica di 
assi aa , 2b , 2c , da un cilindro orizzontale che ha per asse ab , e per se • 
rione P ellisse di assi aa‘ , ac' proporzionali a aa , oc •, quando 1’ estradosso è 
un' altra ellissoide concentrica , aimile e similmente posta, di assi aA, aS, aC. 

iNota) Lo stesso è il valore della lunetta quando 1 * asse del cilindro ge- 
neratore è za , e gli assi della sua sezione retta , zi' , ic' , tono proporzionali 
a ab , zc. 

(CIX) , p. iS 5 ’. itfem, quando la volta è mniiita di rinCanco non meno 
alto della lunetta, ed ha per semiassi della base A , B, proporzionali ad a, b, 

(CVIII') : idem di (CVIII) , quando Tintradosso e l’estradoiMO tono emi- 
sferi di raggi A , A ; ed r è il raggio del cilindro che produce la lanetta. 

(CXIX') ; idem di (CIX) , quando P intradosso è un emisfero di raggio 

R , ed avvi un rjnfìanco di cui R' è il raggio esterno della base. 

» r-i. 

Delle voU^ .sferiche , tferoidiche , ed ellissoidiche incomplete , 

. dett^yaigarmente a rela. Pag. 186 , lig. 49 - 

(CX),p. t8^ ]\'(CX'), p. igo : superficie della volta a vela di natura- 
sferica , di pianta rettangolare di lati aa,ai-,e di pianta quadrata di lato aa. 

(CXI) ; srano dèlia volta a vela di natura ellistoidica, dove aa e ab sono 
i tati interni della piànta rettangolare , ed . e 4 le altezze degli archi semi- 
ellittici insistenti sui lati, za e ab. 

(CXI'),7>, rgs -.idem , quando le altezze degli archi sono uguali, ed es- 
presse da é. 

(CXl"; o (CXP") ; idem , quando con pianu retungtdare o quadrau i 
quattro archi tono setricircolari . 

(CXn) , p. iga : volume della volta ad archi fabbricati , nel. caso gene- 
rale ; dove a*, A’, c' esprimono le rette KK', HH', DC' yfg. 4 g-, A' , B' , C 
i semiassi dell’ ellissoide di estra>losso , c P altezza' del segmento di questa el- 
lissoide, sovrapposto al riufianco , e :sv^(**+^). 
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(CXUI) , t $3 : m/cm , ^umkIo U volti è aperti nei luoi ordii. 

(CXII') e (CXIII') : ùien di (CXII) e (CXIII) , quando 1 ’ eMrados» è 
un piano dittiule jier c' da quello dell’ impotuilura. 

(CXIV) , ft. sor : votame dei quattro arolMvtdti uniti, che wglionii 
adoperare nelle volte a vela : dove cf , V at louo le speueue a due a dnej 
ad , 14 ; Vt s* gli *■» delle lemieUitii , interna ed etterna , rdative a due; 
e in , a< ; ae , li quelli delle iemiellÌMÌ relative ai due altri. 

Digres$ione «Ma misura della capacità delle boUi. Pag. loi. 

(CV) per (CXV), p. 9o3 : capaciti della botte a doghe ed a lerioai el* 
llltidie , di lunghezza / , e di asi in , ic per la lezione maHimi , e in', ic’ 
per la minima. 

(CVI) per (CXVI), p. 204 : misura della capacith che dal piano oriz> 
zoDiale medio della bette li eleva per 1 ' altezza a. 

Delle volle a cupolone dei loro peducci 0 f escine. Pag. io 5 , fig. So, 5 i. 


(CV 1 I) per (CXV II) , p. 20J ; superficie sferica dei quattro peducci 
terminati in punta , quando la pianta è un quadrato di lato interno in. 

(CVIIl) per (CXVIII), p. ao 8 ; vano compreso fra i peducci e i due 
pieni orizzontali che I* in lerce Uaoo , quando la pianta è un relUngoIo di lati 
interni in,i4;e c è l'altezaa coniane dei quattio orohi. 

(CXIX) : votame dei peducci muniti degli archivolti misurati dalla formula 
(CXIV) ; dove «( 5 — ;v^i) = 3 , 86018. 

(CXX) , p. 2S9 : idem , quando le iemielIÌMÌ interne degli archivolti 

Ù* sC 

sono sìmili alle rispettive esterne ; dove 7= — - , e 

(CXIX') e (CXX’) ‘..idem di (CXIX) e (CXX), quando le pianta è un 
quadrato di lato interno 10 , e gli archi sono semicircolari. 

(CXXl) , p. agi : vano compreso fra i peducci non terminati in punta: 
dove (% 5 /) 20= oA, ite AB, 11= All, 14 = III, c= altezza comune degli 

..OH 
archi, . /= -r- 


(CXXII),^. 252 : volume degli stesù peducci, quandi sono muniti degli 
archivolti espread dalla formola (CXIV). 

(CXXII') : idem , quando i peducci sono di nitnra sferica. 



( 322 ) 


DtUa volta ellissoidica o sfrroidiea , drtta volgarmenU volta a crociera 
con rrguglio. Pag. 392 , fig. Sa. 


(CXXIII) , p. agS ; Tano della volta ; dove A , B , A' , B' hanno ■ 
valori dati al'n.* >4^, e tono asOH, i=OK. 

(CXXIII') : idem , quando le aliene degli archi fono uguali ed etpres- 
se da c. 

(CXXIV) , p. ap 7 : volume della volta quando termiua in un piano 
oriuontale distante per c' dall’ impostatura. 

(CXXIV ) : idem , quando le altezze dei quattro archi tono uguali ed 
espresse da c. 


Della volta anulare. Pag. tg-j , fig. 53. 


(CXXV) e (CXXVI), p. 2 q 8 : superficie e vano della volta : dove 
aez Ga j As GO. 

(CXXVII), 7 >. 3o4 : vano da unirai alla fonnola (CXXVI) per ogni 
porla conoidale praticata nella volta, dove b esprime 1’ arco AB. 

Formale per la mitura dei solidi di terra. Pag. 3o5 , fig. S 4 . 

* 

(CXXVIII) , p. 3oy ; solido di base Irapezia : dove 03 oA, bsbB 
fs cC, (/= dD, Bs Iriang. ABC, B'es triang. ADC. 

(CXXVIII'), p. 3o3 : iVem, quando le altezze relative a ciascuna delle 
basi AB , CD del trapezio son eguali. 

(CXXVIII") : idem , quando con altezze qualunque la base del solido 
è un parallelogrammo^presso da B. 

(CXXVnr") ; idem , quando con altezze qualunque la base del solido 
* un triangolo. 
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modulo ed ampiézza ampiezzza e modulo 
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9- 

le lunghezze 

le meUk delle lunghezze 

32. 

pea. 

sen & 

sene , 

44. 

li. 

cos(/3— *) 
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45 . 

5. 

vy 
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ìtì 

12. 

5 v'Cé'+A’*) 


ivi 

i3,ei6, v^( 6 *-ó"*) 


‘ 53 . 

*7- 
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25. 

o.434?9 

2,3o258 

Go. 

*9- 

y 

2 

V 
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24 . 

2 

3 

3 

2 

C 9 . 

*9- 

i-f-co»e 

cot - 
a 


71.- 4. [a a[ 

lOQ. 8. leggi j 


io5. I. cfetf citarti la fig. 28. 

108. 23 . 6'B' AB 

120. 20. a , e o «, e 0 

145. 1. dee citarti la fig. 40. 

i 48 . 23 . dee citarti la fig. 4». 

i 5 i, 18. dee citarti la fig. 48. 

, , . abc , f t^ alt I . 

m 14. leggi (arc.sen---)-- — (i-2-jg). 
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Dazioni del n. ao 8 dell’ellissoide di estradosso 
igi. 3 e IO. 4)448 i3 4>343i3 
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308. 6. 3,86337 L 3 , 86 oa 8 
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396. uH. +* 

309. 3. quadrati quadranti 
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